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PREFACE 


L’esprit dans lequel a été conçu le présent ouvrage, la 
manière dont son exécution a été conduite, plairont à 
ceux qui ont le souci de voir la mathématique continuer à 
servir de base au développement de nos connaissances. 
Ce développement est tel aujourd’hui, surtout dans le 
domaine de la mécanique et de la physique, il excite telle- 
ment tes aspirations et les ambitions de notre moderne 
jeunesse que l’on aurait grand tort de ne point se préoc- 
cui>er de constituer un enseignement des mathématiques 
])lus adapté aux exigences pratiques. 

Disons tout de suite que ce qui doit caractériser un tel 
enseignement ce sont moins ses programmes que sa 
méthode. Un enseignement abstrait, dogmatique, qui ne 
montre les choses que sous leurs rormes logiques est pra- 
tiquement inopérant. Au contraire, l’éveil* de l’intuition, 
l’examen direct des choses, le recours occasionnel à 
l’expérience sont éminemment propres à préparer les 
esprits à traiter mathématiquement les contingences, sans 
exclure le souci d’une correcte application du raison- 
nement. . 

Un enseignement de ce genre est devenu nécessaire; il 
doit être l’œuvre de nos meilleurs maîtres, car leur savoir 
et leur expérience les garantiront mieux que d’autres des 
solécismes mathématiques, de lïi-peu près et de l’impré- 
cision. Car la précision est au moins aussi nécessaire à 
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celui qui veul l'aire aboutir une ronnule à un résultat 
miinéri(|ue qu’à celui (jui se contente d’}' voir un résultat 
lof'iclue. 

Nous (levons donc louer hautement M. Saintc-Lagiu"' 
d’avoir entrepris cette tâche. Sous le nom de Mathéma- 
li(jues (lénérales ou a constitué en France depuis (juehjues 
aniu'cs, un profçramme d’enseif'nement (jui, pratiqué bien 
entendu dans le sens (pie nous venons d’indi(pier, peut et 
doit rendre les plus farauds services. Mais, jxnir beaucoup, 
les lacunes de leui- savoir concernent des matières plus 
élémentaires (|ue celles de cet enseif^nement, déjà relevé. 
Le présent livre leur oITrira le moyen de combler ces 
lacunes, de consolider leurs connaissances élémentaires 
cl les initiera à des rorines de pensé'es, à des modes de 
conception (pii l(‘s rapproeberont eux-mêmes des api)li- 
catiuns. 

Nous nous reprocherions de ne pas attirer s])écialement 
l’attention sur les exercices dont certains sont très origi- 
naleiiK'iit posés ; leur choix judicieux est de nature à 
concourir le plus utilement au but général de l’ouvrage. 


(i. IvtKNir.s. 
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Des renvois eu caractères gras permeltenl de se re- 
porter aux paragraphes qui se rattacheul ètroileiueul 
à la question considérée. Les énoncés importants sont 
en italiques. 

Après chaque chapitre, on a donné la liste de ceux 
des exercices de la fin du volume qui concernent le 
chapitre. 

Enfin le lecteur trouvera, à partir de la page 171, di- 
verses tables numériques, un formulaire des résultats 
les plus essentiels et un index alphabétique renvoyant 
pour chaque mot au paragraphe correspondant du 
texte. 


A. S-L. 

Do tal ItjOt)-! ()I 
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CHAPITRE PREMIER 

NOMBRES ENTIERS 


1. Numération. — L arithmétique est une science relative- 
ment moderne, car, jusqu’au xtii® siècle, on ne possédait aucune 
méthode rationnelle pour représenter les nombres. Ce n’est guère 
qu'à cette époque que l’on fut en possession des dix caractères 
qui servent aujourd’hui. Cette découverte constitue une des 
acquisitions les plus précieuses de l’humanité et l’on peut dire 
que l’histoire de la science présente peu de faits plus intéres- 
sants que les diverses tentatives essayées successivement pour 
représenter les nombres avant l’invention du seul procédé vrai- 
ment rationnel. Il n’y a guère que l’invention de l'alphabet qui 
puisse être considérée comme une plus grande découverte au 
point de vue de la facilité des relations entre, les hommes. 

Çè qui fait la puissance de notre système de numération, ce 
n’est pas l’emploi de neuf caractères pour représenter les nom- 
bres do un à neuf, mais la convention que loul chiffre placé à la 
(jaache d*un autre représente des unités dix fois plus fortes ^ qï 
l’emploi du zéro pour tenir la place des ordres manquants. Le 
lecteur sait avec quelle simplicité cette notation pérmet de faire 
des additions, soustractions, multiplications ou divisions de 
nombres entiers. 


A. Samte-Laguô 
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2 . — Il ne faudrait pas croire cependant que ces avantages 
soient parliculicrs h ce s)sU*nne de base lo. On pourrait par 
exemple écrire tons les nombres dans le système à base iî? ou 
système flumléclmdl, dans lequel les unités du deuxième ordre 
sont des dou/aines, du troisième des douzaines de douzaines, 
etc,.. Il faut deux nouveaux caractères a et fj pour désigner les 
nonibres lo et 1 1 , et Ton a pour les premiers nombres le tableau 
suivant de concordance entre les deux systèmes : 


Svslème décimal : 

1 

• • 1) 

10 11 

1 y 1 

i 4 

Système duodécimal : 

1 

• • î) 

a P 

10 11 

1 

. a j . 

. M'} . 

. I j 3 

144 

145 . . 


. I fi tîn U 1 

. :io . . 

. . fl? 

1 00 

10 1 

. , 


I.e passage de run de cos systèmes a l’autre est aisé. 

Le nombre duodécimal a 9 vaut en numération décimale : 

I (9,1:^) -H fl, i/i/|o H- 108 1 I -- 1559. Inver- 

sement I 509 en numération décimale donne par des divisions 
successives : 1 059 129. i a h 1 j ■ - ( 10. i:j! -h 9 , 1 2 ! 1 1 ou 

on numération duodécimale : 

11 existe bien d'autres systèmes de numération qui ont été 
proposés pour des raisons diverses, par exemple les systèmes à 
base (>'i, a base a base 8 (ou ovlaraf), a base (ou />/- 
etc. . Dans ce dernier les seuls clnilres employés sont 

1 et o : 


Système décimal : 1 a { 5 ti 8 8 9 

Système binaire : 1 n» 11 100 lai ik» iii 1000 1001 

il» 17 •• •. bj .. laH 

i O 000 i « 00 1 . . 1 (vo oao . . 1 ooa . . i o «oo «h)<o 

Si la base d’un système de numération est supérieure à 10, les 
résultats de calcul qu il faut retenir de tête (sommes ou produits 
de deux nombres de un chiffre) sont beaucoup plus nombreux 
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qiwî dans le système décimaU mais par contre les nomiwres 
sont plus >'itc écrits et les opérations plus ra- 
pides. Au cofitraire si la base est uiférieta?re 
à lo, il y a peu de résultats à retenir de tête, 
mais les opérations sont beaucoup plus longues. 

On a par exemple ci-contre la multiplication 
en système binaire de 07. 1 4 - 798 (*). 

3. Principes relatifs à Taddition et à la soustraction. — 

Aous ne croyons pas utile de rappeler les règles suivant les- 
quelles on efTecluc les quatre opérations Ibudamcntales de 
l*arilhmétique {‘^) : addition, soustraction,- innlliplication, divi- 
sion, ni la démonstration de ces règles, mais nous rappellerons 
quelques principes qui leur sont relalifs. Nous donnerons les 
démonstrations de quclqnes-ims d’entre eux et à ce sujet nous 
Terons une remarque générale : il y a des vérités qui nous pa- 
raissent évidentes par Tusage habituel que nous eu faisons. 11 
est important de comprendre qu’elles ont néanmoins besoin 
d’ètre démontrées. Il [)araît au premier abord tout à lait oiseux 
de démontrer que 3 x 4—4 X 3 ; cette propriété peut sembler 
évidente, puisque 3 X 4 Ibnt 12 aussi bien que 4 X 3 . Mais 
raisonner ainsi, c’est confondre une vérification avec une dé- 
monstration. Si nous remplaçons 3 et 4 par des nombres de 
vingt cbilTrcs, nous ne pourrons plus laire la vérification sans 
de pénibles calculs, et rien ne nous dit que la vérification faite 
sur deux nombres particuliers s’appliquera a tous les autres. Ce 
qui caractérise une démonstration, c’est que le raisonnement, 
fait sur deux nombres particuliers, s’applique sans y rien cliangcr 


1 1 1 00 1 
1 110 

i 1 10 010 
1 i 100 1 
1 1 1 oa i 


(q Le lecteur familiarise avec les théories delà divisibilité (14) verra en 
comparant les systèmes duodécimal et décimal que dans le premier la con- 
sidération du dernier chiffre donne un caractère de divisibilité par 2, 3, 4, G 
et dans l’aoslre par 2 et 5. De meme la divisibilité par 11 (11 X2 - i) 
du premier correspond à la divisibilité par 3, 9 du second (9 = 10 — i). 
On fait correspondre de môme les divisîfiîiiiés par i3(i3 = 12 + ij e> 
par II (il = lO -f i). 

(2) Le lecteur trouvera au Gbap. V (52 et suivants) des renseignements 
complémentaires sur le calcul numérique en général. 
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à deux nombres quelconques, cl dispense de vérifications im- 
possibles à faire, car la suite des nombres est illimitée. 

C*est pour donner plus de généralité aux démonstrations que 
Ton remplace souvent les nombres par des lettres. 

4. — L(i soni/nv de deux ou plusieurs nombres ne change pas 
fjuand on change leur ordre. On peut par exemple, pour trois 
collections d’objets, ajouter d’abord la première à la troisième, 
puis ensuile la s(3Condc au résultat déjà obtenu : 

a -I h -h r c ~h d -~h b. 

On (lit parfois (juc l’addilion est une opéraliim commutative. 

On peut remplacer dans une addition deux ou plusieurs nom- 
bres par leur sotnme effectuée. Pour réunir trois collections 
d’objets, on pourra ajouler la première et la troisième, puis 
réunir la socond(* au (olal ainsi obtenu : a b -h C“(a -H c) 4- 6. 
I^a |)arenllièsc indique que la somme a c doit être d’abord 
cllectuée. L’addition est une opération associative. 

On ne change pas un nombre donne quand on lui ajoute un 
autre nombre pour le retrancher ensuite, ou encore (si cela est 
jmssible) quand on en retranche un autre nombre pour ensuite le 
rajouter : 

a — {a h b) — è — (a — bj -f- fc. 

I^our retrancher une somme d*un nombre, on peut {si cela est 
poss(ble) retrancher successivement les diverses parties de cette 
.*<ommc de ce nombre, et inversement, on pourra, au lieu de re- 
trancher plusieurs nombres, retrancher directement leur somme. 
On a, par exemple : 

a — [b -f- c) (rt — b) — c. 

En eflet 6 -H c étant supposé inférieur à a, désignons par c? la 
diirérence a — {b + c). D’apres la définition de la soustraction, 
on a : 


a — 8 -f- {b -h c) = 0 ■+■ 6 -f- c = 6 -j- (8 - 4 - c). 
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Donc a étant la somme de (c? c) et de b, on a : a — b- â-jrc 
ou encore {a — h) étant la somme de & et de c*, 

(a — h) -r- c — I 
ce qui est le résultat à établir. 

On établirait de ra(:on analogue que : une suite craddilions et 
de soustractions peut être effectuée dans un ordre quelconque, 
pourvu qiion n arrive jamais à une soustraction impossible : 

a — b — c + d — — c-ha-^f —e—h — a ■ d -+-/■— — c— c 

= (a d 4-/) — (/> -h c 4- e) — 

En particulier, on voit qu’une suite d’additions ou de sous- 
tractions peut toujours se ramener à des additions suivies 
d’une seule soustraction. 

Ces propriétés deviennent d’ailleurs à peu près évidentes si 
l’on imagine qu’il s’agit des sommes reçues ou données par un 
caissier ; chaque somme qu’il reçoit s’ajoute à celle qu’il a deyà 
en caisse et chaque somme qu’il donne s’en retranche. L’ordre 
des opérations ne peut changer le résultat final. 

5 . _ D’autres propriétés importantes déduites des précédentes 
s’interpréteraient de façon analogue : 

Pour ajouter à un nombre la différence de deux autres, on 
peut ajouter le plus grand, puis retrancher le plus petit, ou 
(si cela est possible ; retrancher d'abord le plus petit, puis ajouler 
te plus grand : 

a 4 - (6 — c) = {a b) — c — {a — c) 4- 

Pour retrancher une dijjérence, on retranche le plus grand 
des deux termes (si cela est possible) et l'on ajoute taulrc, ou 
bien on ajoute le plus petit et l'on retranche le plus grand : 

a — (b — c) = (a — 6) 4- [a 4 “ a) — b. 

La différence de deux nombres ne change pas si l'on augmente 
ou diminue ces deux nombres d'une même quantité : 

a — 6 = (a 4- c) — (6 4- c) = (a — d) — (6 — d). 
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(Jes diverses proprié les peuvent s’établir par des raisonnements 
théoriques. Montrons par exemple que Ton a : 

a — (/> — c. — (a — h) i e. 

Désignions jmr f) la diirércnce clierchée entre o et {l> — c) ; on a ; 

n 0 -H (6 — c). 

Il faut en déduire 

O (il — />) -O c. 


\joulf>ns aux deux membres de la |)rcmièrc égalité e, en rajou- 
tant, oe qui est permis, à la seconde partie de la somme dans 
le sceoTul 111 ombre : a i- r - c? H- h. \jonlons maintenant /> aux 
deux membres de l'égalité à établir, en l’ajoutant à la première 
partie de la somme dans le second membre ; on arrive j)récisé~ 
ment au même résullal : 6 — a c. 

On peu! généraliser ces diverses rormules en écrivani par 
weriqih* : 

1 [ij ~ A))] -- | (/•' - /) j-- /a | 

— ^ — c — c — f — g 1 - h — i -h j — k -r - 1 h m 

rormulc (|uc Ton juslilierail aisément et qui montre que, lors- 
qu’il y a plusieurs parenthèses, on jioul les su|)[)rimci’ toutes, 
en nieltanl devant chaque nombre le signe [-ou — suluanl 
(jue ce nombre es/ jureédé (rnn nombre [niir ou impair de 
signes — . 


6. Principes relatifs à la multiplication. — Ou sait que 
In tniil/ipliealion est une addi/inn <d>rcV/ce dans laquelle tous les 
nomlvresà additionner sont égaux. Ainsi (i répété 4 lois s’écrit : 
() X /i - • 9/i ou encore O./i ~ 

J'oriuons un rectangle {/ig. i) par la juxtaposition de carrés 
identiques (*), le nombre de carrés de chaque ligne borizontale 


[*) Nous aurons l’occasion de revenir sur ce sujet dans l’élude des aires 

( 275 ). 
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est 6, ei comme il y a ^ lignes identiques, leur nombre total est 
6 } C) H- 6 -h () = ‘^ 4 ; 2 4 est le produit de 6 par , 4 . 

On voit îmmédiateiïient que, sur cette figiare, chaque ligue 
verticale ou colonne, contient 4 carrés cl qu’il y a autant de 
colonnes que de carrés dans la première 
ligne, soit 6. Le nombre total des carres est , j 
donc aussi égal à 4 répété 6 Ibis ou à 4-6* i ^ 4 
On a donc : G . 4 ““ ^ • G. Cette démons- r | } 

Iration d’ailleurs générale nous conduit - ' ‘ 

au lliéorème très im{)Orlanl : le produit de 
deux nombres lie chaiKje pas quand on intervertit leur ordre, ce 
que l’on peut exprimer par : aJ) — bjt ou plus simplement par 
ab ba. Les deux nombres a et b, multiplicande et mullipli- 
cateur, pouvant etre écliangés sans inconvénient, ont reçu le 
nom commun de facteurs. 

Il y a une remarque importante à laire sur le théorème qui 
ju'écède. Les égalités (i.4 “ ‘-C| et 4-0 = ‘>4 signifient respec- 
tivement : (( G carrés ré[)élés 4 lois donnent 24 carrés » et k 4 
carrés répétés 6 fois donnent 24 carrés Dans aucun cas on 
ne dit : « ... répétés 4 carrés fois ... », car cela n’aiiralt visible- 
mont aucun sens. L’un quelconque des deu\ faete\irs d’une 
multiplication représente donc des unités et des objets de nature 
quelconque, mais l’autre indique simplement, dansions les cas, 
le nombre des termes de l’addition à elTecluer. Les expressions : 

« 6 mètres multipliés par 4 mètres », « 4 litres miiltijéiés par 
d fratycs •> iibnl donc aucun sens et doivent être soigneusement 
évitées. 

I.a définition de la multiplication, étant basée sur ridée de 
répétition ne convient plus si le multiplicateur est égal à i ou 
à O. On l’étend à ces deux cas, en convenant do dire qu’un 
nombre multiplié par i ne change pas, et qu’un nombre mul- 
tiplié par O donne pour produit o. On a encore dans le cas où 
l’un des facteurs est i ou o : ab — ba. 

Si riin des Jacteiirs d\in produit est nul, ce produit est nul, 
cl im^rsemeni^ un produit de deux facteurs ne peut être nul que 
A7 î un des deux facteurs est nul. 
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Pour multiplier un nombre par une somme, on peut le multi- 
plier séparément par les diverses parties de cette somme, puis 
ajouter les résultats : 

m(a 6) = ma •+- mb. 

Soit en elTel à cncclucr 5('i -h 3) ; cela revient à répéter 7 fois 
5, ce que Ton [)eut faire en répétant 5 d’abord 4 fois, puis 
3 fois. Donc : 

5(4 + 3) == 5.4 -I- 5.3. 

l.e dessin 2) conduit au même ré- 
sultat : pour évaluer le nombre total des 
carrés contenus dans 7 lignes de 5 carrés, 
on peut compter le nombre total des carrés 
contenus dans 4 lignes, puis dans 3, et 
ajouter les résultats. On établirait de 
fai-on analogue les théorèmes qu’expri- 
ment les égalités : 

m(a — b) — ma — mb 
m(a -+- b i c) ma mb -+- me 
m(a — b -+- c — d — e) — ma — mb -t- me — md — me. 

Les deux la(;tcurs d'un produit pouvant être intervertis, on a : 

(a -I- />) Ml = am -f- bm 

(a — fl -4- c — d — e)m = am — bm -f- cm — dm — cm. 
Inversement d ailleurs dans une expression : 

am — bm -4- cm — dm — eut, 

on sépare souvent m dans tous les termes pour écrire l’ex- 
pression sous la forme :(a — 6 + c — d — e)m. Effectuer une 
telle opération s’appelle mettre en facteur le nombre m. 



7 . — Pour effectuer le produit de plusieurs facteurs :a,b,c,.. 
en nombre quelconque, on multiplie a par b, puis le résultat 
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obtenu par c, et ainsi de suite jusqu'à ce que l’on ait employé 
tous les facteurs. Exemple : 

2, 3. 5. 4 = 6. 5. 4 = •!<» -4=1 20. 

Le produit de plusieurs facteurs ne chanç/c pas quand on in- 
tervertit de façon quelconque P ordre des facteurs. 

Cet important théorème a déjà été établi pour le cas de deux 
facteurs. Montrons d’abord que, dans un produit de plusieurs 
facteurs, on peut changer l’ordre des deux derniers. Par 
exemple :3. 5. 6. 4 = 3. 5. 4 - b- Prenons en effet (/?'/. 3) 
un tableau formé de 4 lignes de G carrés, 
chaque carré représentant non pas une 
unité, mais 3 . 5 ou i5 unités et addition- 
nons toutes les unités du tableau : la pre- 
mière ligne contient 6 fois 3 . 5 unités soit 
3.5.6 unités et comme il y a 4 lignes 
semblables, le nombre total est 3 . 5 . 6 . 4 
unités. Un raisonnement analogue montre que dans chaque 
colonne il y a 3 . 5 . 4 unités et dans les (5 colonnes : 3 . 5. 4 • 6. 
Donc : 


15 


15 

15 

•*-l 

15 

15 

15 

y 

15 

15 

15 

15 

15 

15 

15 

15 

1 

15 

15 ■ 

15 

!b 

15 

15 

15 


Fig. 3 


3 . 5 . 6 . 4 = .3 . .5 . 4 • 6. 

On peut changer l’ordre de deux facteurs consécutifs, car si 
3 . 5 . 6 = 3 . () . 5 en répétant cbacun de ces résultats 4 fois, 
on en déduit :3. 5. 6. 4 = 3. 6. 5. 4- Pour passer au cas 
général, il suffit, par des échanges de deux facteurs consécutifs, 
d’amener chaque facteur à la place qu’il doit occuper ; c’est ainsi 
que pour établir 3 . 6 . 5 . 4 = 5 . 4 • 3 . 6, on aura succes- 
sivement : 

3 . 6 . 5. 4 = 3 . 5 . 6. 4 = 5 . 3 . 6. 4 = 5 . 3 . 4 . 6 = 5 . 4 . 3 . 6 . 

La multiplication est une opération commutative. 

Dans un produit de plusieurs facteurs, on peut remplacer 
deux ou plusieurs facteurs par leur produit effectué. On a : 
3 . 6 . 5 . 4 • 7 “ 3 . (6 . 7 . 5) . 4 . U suffit en effet d’amener. 
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d’après le théorème précédent, les facteurs considérés à se 
trouver ctv tète du produit : 

3 . 6 . 5 . 4 . 7 G . 7 . 5 . 3 . 4 = (G . 7 . 5 ) . 3 . 4 = 3. ( 6 . 7 . 5) . 4 

le produit (>. 7.5 étant su[)posé cfleclué dans les deux der- 
nières égalités. La multiplication est une opération associalire. 
Nous laissons au lecteur le soin d’en déduire la proposition 
suivante : fmir miülipUer un produit de plusieurs facteurs par 
un nondjrc^ il suffit de multiplier tint des facteurs par ce nombre. 
Ces diverses propriétés montrent que, dans la multiplication 
comme dans l’addition, on peut cilcctuor les opérations dans tel 
ordre que l’on veut, sans altérer le résultat. 

8 . Puissances. — Si les a factours d’un produit sont égaux 
à un même nombre a, le produit s’appelle puissance de a. 
Le nombre // s’appelle exposant l^ar exemple la « quatrième 
puissance » de 3 ou 3 « puissance 4 » est : 3^ = 3 . 3 .3.3 = 81 . 
J>es exposanis 3 et 2 se désignent sous le nom de cube ou carré. 
I.»e (( cube de 3 » ou « 3 au cube » est 3^ = 3 . 3 . 3 = 27 . De 
meme le « carré de 3 » où « 3 au carré » est 32 — 3 . 3 — 9 . 
La puissance 1 d’un nombre est par définition ce nombre lui- 
meme : 3’ —3. On n’écrit pas babilnellernent cet exposant. 

Le produit de deux ou plusieurs puissances (1*1111 meme nombre 
est une noiivelte puissance de ce nombre, ayant pour exposant la 
somme des c.r posant s des puissances données. On a : 

3 . 3^ . 32 = 3‘ . 3> . 3* 3’-^ ' = 3‘. 

En ell’et : 

3 . 3^ . 3^ = (3) . (3 . 3 . 3 . 3) . 1 3 . 3) =r: 3 . 3 . 3 . 3 . 3 . 3 . 3 = 3 

De façon générale on a : (V” . , . , — 

Si l’on a un produit de n facteurs égaux à a»», ce produit est, 
d*a|)rcs la règle précédente : a”* . ci*'* . a "* ... — ^ 

Mais, d’autre part, ce produit peut s’écriœ (a”’)'*, car c’est le 
produit de n facteurs égaux à a***. Donc pour élever une puis- 
sance d un nombre à une certaine puissmnee, H suffit de mnlii- 
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jdier les deux exposants tiw par t autre pour avoir le nouvel 
exposant du nombre donne. R'etnarquons que J'on a |>ar suite : 
(a»')'* = (a”)"'. On verrait par des raisonnements analogues que 
pour élever un produit de plnsirnrs farlears à une (rrinine 
puissance^ il suffit d* élever à cette paissance chacun des fadeurs. 

9 . — Le carré d'une sonune de deux nombres peut s'obtenir 
en ajoutant à la somme des carrés des deux nombres leur double 
produit, ce qoelon peut traduire par 

(a -1“ b)- = a- - 1- 6* -h ‘Mib. 

Ün a en effet : {a 4 - bf' ~ {a ~\~ b) . (a - h b), mais pour mul- 
tiplier un nombre (a 1 b) par une somme a -l- b, on multiplie 
ce nombre séparément par a et h et Ton ajoute les résultats : 

(a H- b)(a h b) T ~ (a- h b)al- (a ~hb)b — a. a i-b.a I a. b -j b. b 
— - - f ab -f- ab Ir a'^ 4- tiab ./r. 

On peut encore établir cette propriété en représentant a et// 
par des lignes de carrés {Ji(j. f\). Le nombre des carrés de la 
première ligne de A étant ici a 3 et 

celui des carrés de la première ligne de ■ j | 

H étant // = 4» la première ligne contient [. | ^ | - . |? _ . 

a h z=z 3 -1-4 = 7 carrés. En procédant 
de meme pour les colonnes, on a comme r 
on le voit un carré formé de quatre par- | 
lies : A, B, C, D. Le nombre des petits 
carrés de A est 3.3 — a^. Pour B on a 
4.3 = ab ; pour C on a encore ab eft 
enfin pour D on a 4-4 D’autre part le nombre total est 
■ 7.7 r=r (a -I- 6 )*, ce qui démontre la propriété (73, 86 ). 

On établirait par des raisonnements analogues que : 

Le carré de la différence de deux nombres peut s'obtenir en 
retranchant de la somme des carres des deux nombres leur doit- 
ble produit : 



(a — by = -+• fc* — 
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Le produit de la somme de deux nombres par leur différence 
£St égal à la différence de leurs carrés : 

(a -\- h){a — 6) r= 


10. Division. — Nous nous contenlerons de rappeler som- 
mairement les définitions diverses que Ton peut donner de la 
ilivision de deux nombres. 

On considère parfois la division comme une opération inverse 
de la multiplication. Etant donnés un produit de deux fadeurs 
Uy cl Tun des facteurs b, trouver Tautre q s’appelle diviser a par 

h. Ainsi 6 divisé [)ar 3 donne 2, ce que ron écrit : ^ = 2. Les 

nombres </, b, y, s’appellent respectivement le dividendCy le 
diviseur et le quotient. 

Il est aisé de voir qu’une telle division n’est pas toujours pos- 
sible. On ne peut pas diviser 7 par 5 , ni 7 par 3, etc... Mais on 
j)eut remarquer que, pour diviser 6 par 3, il suffit de chercher 
combien de fois 3 unités sont contenues dans (i unités, et sons 
cette forme nous allons voir que l’on peut définir dans tous les 
cas le quotient de a par b : 

Diviser a par 6, c’est trouver le plus grand nombre q de fois 
que b est conlonu dans a. Ainsi 3 est contenu 2 fpis dans 7, 
puisque 2 fois 3 font fi, nombre inférieur à 7, mais n’v est pas 
contenu 3 lois, puisque 3 fois 3 font p, nombre supérieur à 7. 
Le quotient de 7 par 3 est alors 2 ; on dit parfois que c’est le 
•quotient pur défaut; 3 serait le quotient par excès. Le nombre 
I qui exprime combien il reste d’unités dans 7 quand on en 
retranche 2 fois 3 unités s’appelle le reste de la division, r. On 
a donc : 7 = 3 . 2 h- i ou de façon plus générale : 

a — bq r 

le reste r étant inférieur à b. Dans le cas particulier où le reste 
r est nul, on a = hq. On dit alors que la division se fait exac- 
tement. C’est là le cas que nous avions considéré au début. 
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En se servant d’inégalités ( 11 ), on peut encore écrire : 
bq<:a<h{q -h i) 

puisque b est contenu q fois, mais non q -h ï fois dans a. Le cas 
où l’on a bq = aet non bq < a est celui où la division se fait 
exactement. 

Remarquons que, si l’on peut définir le produit de a par b 
quand b est nul, il n’en est pas de même pour le quotient de 
a par 6, car cette expression n’a aucun sens quand b est nul. 

11. Inégalités. — Toutes les propriétés qui précèdent ser- 
vent à établir régalilé de deux expressions qui, au premier 
abord, peuvent sembler différentes. Exemple : 

a H- 6 — b ~ a; ab ~ ba ; [a -f- fc) (« — b) — etc. 

Il arrive parfois que l’on veuille établir qu^un nombre a est plus 
grand qu’un autre nombre h. Une telle relation s’appelle une 
inégalité et s’écrit : a '> b. Si a est plus petit que 6, on écrira 
a < />. Remarquons que par suite a '> h est identique à b <; a. 

En ajoutant à un nombre un autre nombre non nul, on ob- 
tient un nombre plus grand que le premier : a H- fc > a. 

On ne change pas le sens d'une inégalité en ajoutant un même 
nombre aux deux termes de cette inégalité ou {quand cela est 
possible) en retranchant ce nombre des deux termes. L’inéga- 
lité a'^b entraîne : a -f- c > 6 H- c et a — d> b — d. 

On peut ajouter membre à membre deux inégalités de même 
sens. Par exemple, de n > 6 et c > d, on déduit a c ^ b -h d, 
puisqu’on ajoute, d’une part, les deux plus grands nombres a 
et c, et, d’autre part, les deux plus petits b et d. 

On ne change pas le sens d'une inégalité en multipliant ses 
deux membres par un même nombre. Si a > 6, on a aussi 
ma > m6. En effet, il suffit d’écrire les m inégalités : 

a > 6 

a b 


a > fe 
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cl d'ajontcr les premiers membres entre eux et les seconds 
membres enlre eux. Dans le cas particulier où 6 = i, l’inéga- 
lité n > I entraîne ma > a. 

On peut multiplier membre à membre deux imgalilés de même 
sens : a> b et a > f-i donnent na > hf'i. Supposons, en effet, 
b cl fj non nuis ; a'^b entraîne comme on l’a vu wx > 6a, et, 
<rautrc part, a >• entraîne 6oî > b^j. La comparaison de eds 
deux résiiltalR donne bien ay. '> h[j. 

On établirait aisément les propositions suivantes : 

Si l'on ronsidhr deux paissnnees d'un même nombre, la plus 
(jrande de ces deux pimsanees est celle (/ai a le plus (/nmd expo- 
sant. li’inégalité m > n entraîne (t«> > u" pourvu cependant qiiie 
H ne soit pas égal à j . 

Si l'on considère une meme puissance de deux nombres iné- 
(/(IU.C, ht plus (/ruade de ces deiie /mis.snnces e.si celle r/iii corre.s- 
poiid au plus </rnnd nombre. L’inégalité a >6 entraîne a’" >6’". 


Exercices. — N " 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14. 
18, 114. 
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DIVISIBILITÉ — NOMBRES PREMIERS 


12. Principes de la divisibilité. — Dans les problèmes 
concernant la division, il arrive parfois que l’on ait uniquement 
besoin de savoir si un nombre a peut être divisé exactement par 
\in nombre b, et, dans le cas où cela n’a pas lieu, quel est le 
reste. Si, par exemple, on veut établir un tronçon de voie ferrée 
de 36i8 mètres, on verra que le problème est possible en em- 
ployant uniquement des rails de i8 mètres de long, parce que 
36r8 est divisible par i8, ou encore est un multiple de i8; 
i8 est un diviseur on un sous-miiltipk de 36x8. Au contraire, 
si la longueur de la voie.ferrée est de 3i63o mètres, en employant 
des rails de i8 mètres, il restera une longueur de 12 mètre» 
non couverte de rails, parce que le reste de la division de 3G3o 
par 1 8 est 12. 

Il existe, dans certains cas, des règles simples permettant de 
prévoir si un nombre « est divisible par un nombre b. Elles 
montrent immédiatement que 546 est divisible par 2 ; 3645 par 
i5; que 627 n’est pas divisible par 5, le reste de la division 
étant 2, et cela sans avoir besoin d’effectuer les division» indi- 
quées. Nous établirons les plus importantes de ces règles (44). 

Si deux nombres a et b sont divisibles pfir un mime nombre 
n, il en est de même de leur somme et de leur différence. Si a et 
6 sont multiples de «, on a en désignant par a et ^ les quotients 
de a et 6 par n : 
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Ajoutons membre à membre ces deux égalités, on en déduit r 

a -4- b = un p/i = (a -4- P) , n 

qui montre bien que a 6 est multiple de h. On en déduit, e» 
outre, que le quotient de la somme de deux nombres a b 
par n est la somme des quotients par n de ces deux nombres. 
On a de même : 

a — b = [u — p)rt 

et l'on ferait une remarque analogue à la précédente sur les quo- 
tients de la division par n d’une somme ou d’une différence. 

Plus généralement, si a, h, c, d sont multiples de n, il en est 
de même de toute expression telle que a ~\~ b — c ■+• d. 

Si n est. dinisiblc par n, il en est de même de tout multiple 
de a. Si a est divisible par n, on a a =“ an, et par suite pour 
ma multiple considéré de a : 

ma = m . un — mu . n. 

Donc ma est divisible par n. Le quotient par n de ma est d’ail- 
leurs le produit par m du quotient de a par n. 

En particulier, un produit de plusieurs facteurs est divisible 
par un nombre, si l’un des facteurs l'est. La condition est suffi- 
sante, mais non nécessaire ; c’est ainsi que 9 X 4 ou 36 est divi- 
sible par 6 qui ne divise ni 9 , ni 4. Ceci montre encore que si 
un nombre 36 est divisible par un autre 6 , il n’en est pas for- 
cément de même de tous ses sous-multiples ( 16 ). 

13 . — Les remarques qui précèdent concernent uniquement 
les propriétés des multiples d’un nombre n. Considérons main- 
tenant le cas de nombres quelconques. 

On ne change pas le reste de la division par n de la somme,, 
de la différence ou du produit de deux nombres A et B. si ton 
augmente ou si ton diminue chacun d’eùx étun multiple quel- 
conque de n. Prenons, par exemple, le dernier cas et montrons 
que le reste de division par n de {k pn) (B ~h qn) est le 
même que le reste de division par n de AB, On a ( 6 ) « 

(A -4- pn) (B -4- qn) = AB -+- k . qn pn . B -t- pn . qn. 
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Les trois derniers ternies de cette somme étant des miiUijilcs 
de n, il en est de même de leur somme que Ton peut représenter 
par A/î, et le produit s’écrit : \B H- kn. Effectuons mainlenant 
la division par n du produit AB, division qui donne comme 
quotient Q et comifie reste r, ce que Ton peut écrire ; 

AB — Qai -I- r avec r < /i. 

Mais, par suite : 

(A -4- pti ( B - 4 - qn) — AB -h kn = Q;i -4- r 1 - kn 

— (Q -f- k) n -4- r avec r <; n 

qui exprime bien que r est encore le reste de division par 11 de 
(A pn) (B 4- qn). 

En particulier, on peut toujours remplacer A et B par les 
restes de leurs divisions par n dans Ténoncé qui précède. 

Ce théorème permet paribis de faire certaines vcrilicalions 
rapides; c’est ainsi que si l’on trouve pour produit d’un nombre 
pair par un nombre impair un nombre impair, on saura que 
l'opération est inexacte, car le reste de division par du pre- 
mier facteur est o, et celui du second est i ; le produit de ces 
deux nombres étant o, le reste de division par 2 du résultat ne 
peut être 1 . 

Dans certaines théories d’arithmétique supérieure, on dit 
parfois que deux nombres a et b sont conqriis ])ar rapport aa 
module n, si les restes de division par n de ces deux nombres 
sont les mêmes, et l’on écrit alors : 


En particulier : 


a^b 


a = o 


(mod . n). 


(inod . a). 


exprime que a est divisible par n. De telles égalités s’appellent 
des congruences. Avec ces notations, les congruences : 

A = a (mod . n) 

B = b (mod . n) 


A, Sainte-Laguc. 


2 
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entraînent les nouvelles congruences : 

A -h B = a fc (rnod . n) 

A — B = a — h (mod . n) 

AB = ab (mod . n), 

Nous rrinsisterons ]>as davantage sur ces nolalions qui malgré 
leur coinniodité sont pcMi employées en aritliinélique élémentaire. 

14 . Caractères de divisibilité. — Les propriétés qui pré- 
cèdent ne supposent évidemment rien sur le système de numé- 
ration dans lecpicl sont écrils les nombres considérés. Il n’en est 
pas de même pour les règles pratiques qui suivent. Par 
exemple, on voit immédiatement qu’un nombre est divisible 
par lodansle s}stèm(‘ décimal, si le cliilTre qui le termine à 
droite est un zém ; cette règle ne convient plus dans le système 
duodécimal. 

f.c reste rie la dhision par 2, par 5 , ou par 10 d’n/? nombre écrit 
dans le système décimal est le reste de la division par 9., 5 ou 10 
de son dernier chiffre à droite. Si en elVet a est ce dernier cbilTre 
a droite, le nombre donné peut s’écrire 10 . h 1 a en désigr>ant 
par b le nombre des dizaines; 10 . 6 étant multiple de lo est 
divisible par 2 et |)ar 5 . Donc le reste de ta division est le môme 
pour lo iu)nd)r(' considéré et pour son dernier cliilVrc a. 

lin parlicufier un nombre est divisible par 2 ou par 7 ) si son 
dernier chiffre r>sf. Ln nond)re divisible par 2, ou nombre 
pair, est donc terminé |)ar un des ebinVes o, 2 , 4 ,b> 8 ; un 
nombre' divisible par 5 est terminé par o ou 5 ; et un nombre 
divisible par 10 est terminé par o. 

On établirait de façon analogue que : Le reste de ladivision par 
f\, par 20, par 00 <>?? par 100 d*un nombre écrit dans le système 
décimal est le n}éme rjiie le reste de la division par h ^ 20, 5 o ou 100 
du nombre formé par ses deux derniers chiffres de droite. On en 
déduit ici encore le caractère de divisibilité corresj^ondant : Un 
nombre est divisible par '1, 20, 5 o ou loo, si le nombre formé 
par ses deux derniers chiffres de droite est divisible par f\, 20^ 
5 o ou 100. Ln nombre divisible par '1 sera terminé par: oo> 
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o4, o8, 12, i6, 20..., 88, 92, 96; un nombre divisible jxir 2.5, 
}>ar 00, 25 , 5 o, 70 ; un nombre divisible par 5 o, par 00 ou 5 o 
et enfin un nombre divisible par loo sera temiiné |X2r 00. 

15 . — Le reste de la division par 3 ou 9 d'un nombre écrit 
dans le système décimal est le même fjue le reste de la division 
par 3 ou 9 de la somme de ses chiffres. H est focile de voir tout 
d’abord que 10, 100, 1 000,.... sont des multiples de 3 ou de 9 
augmenlés d’une unité, ce que Ton peut écrire en abrégé, en se 
bornant à la divisibilité par 9 : 

1 {) — ni . de 9 “h 1 1 00 — m . de 9 } i i ooo : m . de 9 1 1 . . . 

Si maintenant nous prenons un nombre quelcomiuc 75382, 
on a pour les dizaines de mille de ce nombre ( 13 ) : 

70 000 = 7 . 10 non r ™ 7 (in. de 9 i) — m. de 94-7. 

On obtiendrait des égalités analogues pour 5 000, 3 oo,... ce 
qui nous conduit îi dresser le tableau suivant : 

70 000 — m . de 9 I 7 
5 000 m . de 9 -H 5 
3 oo — m . de 9 4- 3 
80 = m . de 9 4- H 

Ajoutons membre 

à membre : 75 382 = in . de 9 -f- 7 4 5 4 ~ 3 4 - 8 4- 2 

= m . de 9 f- 26 = m . de 94-7 

25 étant la somme des cbiiïres de 75382, la propriété se trouve 
établie. Dans la pratique on procède plus rapidement en disant: 
7 et 5 font 1 2 que l’on remplace par la somme de ses chilTres : 3 ; 
puis 3 et 5 font 6 ; 6 et 8 font i4 que l’on remplace de même 
par 5 ; enfin 5 et 2 donnent 7 qui est le reste cherché. 

Ce calcul sert à faire la preuve par 9 d*une multiplication. 
Si par exemple on a effectué le produit 785 . 26 = 20 /| 10, les 
restes de division par 9 de 785 et de 26 sont 2 et 8. Leur pro- 
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(luit i6 est un multiple de 9 augmenté de 7. On on conclut 
( 13 ) que 20 f\ 10 doit être aussi un multiple de 9 augmenté de 7, 
ce qui a lieu ici. Si une telle vérification ne réussit pas, les 
calculs sont inexacts, mais, si elle a lieu, on n*a nullement le 
droit d’en conclure que l’opération est exacte. 

On déduit encore de ce qui précède le caractère de divisibilité 
suivant : un nombre est dirisible par 3 on par 9, si la somme de 
ses elujjres est divisible par .3 ou par 9. 

Signalons encore le caractère de divisibilité par 11. Un 
nombre est (li\isiblc par 1 1 , si la somme de ses ebiIVres de rang 
pair et la somme de ses chilTres de rang impair ne dilï’èrent que 
par un multiple de 1 1 . Nous ne donnerons pas la démonstration, 
qui est basée sur ce fait que les puissances consécutives de 10 
sont alternativement des multiples de 1 1 augmentés ou dihainué» 
de 1. 

Nous verrons que l’on peut déduire de ces diverses règles de 
nouveaux caractères de divisibilité par (), rf), i<S, etc... (20). 

16 . Nombres premiers. — Dressons la liste des diviseurs 
des premiers nombres entiers en essayant pour chacun d’eux 
tous les entiers qui lui sont inférieurs : 


Nombres 

Diviseurs 

Nombres 

Diviseurs 

1 

1 

() 

1, 2, 3, 6 

a 

1, a 

7 

»• 7 

\\ 

1. 3 

8 ' 

I, 2, 4, 8 

f 

1 

1. a. 4 

î) 

1. 3 , 9 

5 

1,5 

• . . 



On voit que certains nombres n’ont que deux diviseurs, dont 
l’un est Tunité et l’autre le nombre lui-même. Ceci a lieu pour : 
a, 3 , 5 , 7,... Ces nombres ont reçu le nom de nombres pre- 
miers. On convient de considérer également i comme nombre 
premier. 

L’importance de l’étude de ces nombres premiers est justifiée 
par la propriété suivante et les conséquences qui en découlent : 
Tout nombre non premier peut être décomposé en un produit de 
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Jacleiirs premiers. Prenons en effet un nombre quelconque N 
et dressons la liste des diviseurs ; le plus petit d*enlre eux, 
autre que Tunilé, a, est un nombre premier, car tout diviseur d 
de a serait diviseur de N et inférieur à a. ce qui est contraire h 
riiypothèse. On a : N —aA, Si A est premier, la décomposition 
est terminée ; sinon, il admet de même un facteur premier h et 
Ton a : A = />B et par suite : N = ahli. En continuant de la 
sorte, on obtient des nombres V, B,... qui vont en décroissant; 
leur liste s’arrête donc forcément et la décomposition est pos- 
sible. Nous allons même voir qu’elle ne Test que d’une seule 
façon . 

Nous nous appuierons pour cela sur un théorème très impor- 
tant que nous ne démontrerons pas : 

Si un nombre premier p divise un produit de deux fadeurs, 
il divise b un d^eux. Si p n’est pas premier, nous savons qu’il 
peut diviser le produit ab sans diviser Tun des facteurs (12). 

En particulier, un nombre premier p qui divise un produit 
de plusieurs facteurs premiers a , b , e , d l égaux ou non 
est égal a rund’eux, car divisantlc produit de a par b , c , d ,,, l 
il divisera a ou le produit b , c , d l. De même s’il divise 
le produit de b par c , d , , , l \\ divisera /> ou c . J . . . /, et 
ainsi de suite. On trouve ainsi un facteur q que p divise, ce qui 
suppose /> = 7 . 

On déduit de cette propriété que la décomposition d'un 
nombre en facteurs premiers n est possible r/ue d' une seule façon. 
Si, en effet, l’on avait obtenu de deux façons différentes la dé- 
composition d’un nombre N en facteurs premiers : 

N=a. 6 .c. . ,l = a' ,V ,c’ , , , k' 

en supprimant les facteurs communs aux deux décompositions, 
on aurait une égalité telle que a . b , c a' . />', égalité impos- 
sible, a devant diviser le second membre et par suite être égal 
à a' ou b\ ce qui est contraire aux liypothèses. 

Les propriétés qui précèdent simplifient énormément, comme 
nous le verrons ( 19 ), l’étude de la divisibilité, la recherche des 
diviseurs communs à deux ou plusieurs nombres, etc... et jus- 
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tificnt par cela même une étude un peu plus approfondie des 
nombres premiers. 

17 . — La liste des nombres premiers est assez facile à dresser 
lorstju'on se borne aux nombres de 2 ou 3 chiffixîs. Ghcrctions 
par exemple quels sont les nombres premiers inférieurs à 100. 
Dressons la liste : 


2 

3 

5 

7 

9 

1 1 

i 3 

i 5 ,7 

19 21 

23 25 

37 

39 

; 5 i 

33 

35 


39 

D 

43 

47 

49 ■»i 

53 55 

37 

f >9 

fil 

63 

fif) 

67 

fi 9 

7 » 

73 

77 

79 

83 85 

«7 

«9 



9 ^ 

97 

99 

. . 

. . 

. . . . 






dans laquell(3ona siij)[)riin6 les nombres pairs qui, à Texceplion 
de 2, ne sont jamais premiers. Soulignons, à partir de 3 , les 
nombres de 3 en 3 , ce qui donne : 9, i 5 , 21, 27, .... ; puis, à 
partir de 5 , les nombres de 5 en 5 , c’est-à-dire : i 5 , 20, 
35 , ... ; puis, à partir de 7, de 7 en 7 ; à partir de ii, de 11 
on II, etc..., en partant chaque fois du premier nombre non 
souligné. On obtient ainsi le tableau : 


•> 

3 5 

7 

9 

1 1 

i3 

i5 

‘7 

M) 

2 1 

23 

25 


29 

3i 

33 35 

37 

39 

U 

43 

45 

47 

p 

5i 

53 

55 

37 

39 

(îi 

fi 3 (î5 

'V- 


7' 

73 

p 

IZ. 

79 

«I 

83 

85 

87 

89 

9i 

93 93 

97 

99 

.. 

.. 

.. 

.. 








Les nombres non soulignés sont tous les nombres premiers 
inférieurs à 100. liemarquons d’abord que, si l’on souligne tous 
les nombres de /> en /> à partir de />, les nombres soulignés : 
P -f- 2/> — 3 p, P -f- 2/) 4 - 2p — bp, etc... étant des multiples 
de P ne sont pas premiers. Ceux qui restent sont premiers, car, 
si l’un d’eux admettait un diviseur premier />, il aurait été sup- 
primé comme multiple de p comme on le verra aisément. Nous 
laisserons encore au lecteur le soin de montrer que, pour 
supprimer les multiples de />, il suffit de partir de p . p. En 
particulier ici, le premier nombre à souligner à partir de 
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II étant 11^=: 121 q«i nest pas dans la table, on peut s’ar- 
réter aux multiples de 7. 

Ce procédé connu sous le nom de crible 4!' Eli'aioslhcm donne 
ainsi pour les nombres premiers inférieurs à ük) (‘) : 

1, 2, 3, 5, 7, 11. i3, 17, uj. 23, 2(), 3i, 37, 

4i, 43. Î7, 53, 59, 61, 67, 71,-73, 79, 83, 89, 97. 

18 . — On peut constater, en dressant des tables plus clendues, 
que les nombres premiers deviennent de plus en plus rares : il 
y en a par exemple 169 de o à 1 000; de 10000 a 1 1 000, il y en 
a 106 ; de rooooo à loi 000, il y en a 81 ; etc. . On démonirc que 
malgré cela la suite des nombres preniiei's est illimitée, c’est-à-dire 
qu’il existe toujours un nombre premier supérieur à un nombre 
donné N, si grand qu’il soit. On démontre par contre que, si 
grand que soit N, on peut toujours trouver N nombres entiers 
consécutifs dont aucun ne soit premier. On pourra par exemple 
trouver un million de nornbi'es consécutifs ne comprenant aucun 
nombre premier. Malgré les recherches de nombreux mathéma- 
ticiens, tels que Fermât, Euler, Gauss,... on ne sait qne très ])eu 
de clioses sur les grands nombres premiers, on même sur les 
nombres juemiers en général, sur leur répartition dans la suite 
des nombres, etc. 

Les tables de nombres premiers permettent de décomposer un 
nombre en ses faeleurs premiers (*). Soit par exemple à dé- 
conifx^ser le nombre SSgo. Essayons sucoessivement tous les 
facteurs premiers : 2, 3, 5, 7, ... Le nombre Soqo terminé 


I •) On trouvera à la fin du volume la liste des nombres premiers inlo- 
rieurs à 1000. 

Il est commode en pratique d’employer une table donnant les plus 
petits diviseurs des nombres. A la fin du volume on trouvera celte table 
pour les nombres inferieurs à i ooo. Les nombres premiers ou divisibles 
par 2, 3 ou 5 ne sont pas inscrits. Soit à décomposer à raide de cette 
table üSq en facteurs premiers. On voit d’alx)rd que 7 est le plus petit do 
CCS facteurs ; la division de 539 7 donne 77, dont le plus petit diviseur 

7 est encore inscrit dans la table. Le quotient de 77 par 7 est un nombre 
premier 1 1 . Donc 539 = 7’. 1 1 . 
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par un o est divisible par a. Le quotient est 2690 qui n*est 
plus divisible par 2. Ce nombre n’est pas divisible par 3 , la 
somme de ses chiiïrcs ne l’étant pas. Il est divisible par 5 , son 
dernier chiffre étant 5 . Le quotient est 589, pour lequel il est 
inutile d’essayer a nouveau 2 ou 3 . Le facteur 5 ne convient 
plus, mais 7 donne 77 qui lui-rnémc se décompose en 7 . ii. 
On a donc : 


53<jo — - 2 . 5 . 7 . 7 . Il 

ou en mettant les facteurs par ordre de grandeur : 2 . 5 . 7" . 1 1. 
On dispose l’opération comme ci-contre. 
r, Si aucun des nombres premiers inférieurs au 
7 nombre donné ne le divise, c’est que le nombre 

7 donné est jucmier. Le lecteur pourra même établir 

qu’il suffit de s’arrêter dans ces essais au plus grand 
nombre jircnnier dont le carré est inférieur au nombre donné. 
Par exemple 897 est premier, parce qu’il n’est divisible par 
aucun des nombres : 2, 3 , 5 , 7, 11, i 3 , 17, 19 et que 
20“ /|oo, nombre supérieur au nombre considéré. 

19. Applications des propriétés des nombres premiers. 

— Nous allons étudier quelques problèmes que l’on peut se 
poser sur la divisibilité des nombres, en supposant que les 
nombres dont il s’agit soient, au préalable, décomposés en leurs 
facteurs premiers. Si un nombre est premier, la décomposition 
est effectuée par cela même. 

Pour (jn^ui uombn* (I soil dirisible par un autre b, il faut et 
il suffit gue tous les facteurs premiers de b se retrouvent dans a, 
avec un exposant au moins égal. La condition est nécessaire, car 
si a est divisible par b, on a : a ~b. et, les décompositions en 
facteurs premiers des deux membres devant être identiques, les 
facteurs premiers de b doivent tous se retrouver dans «, et s’y 
retrouver au moins le même nombre de fois que dans b. La con- 
dition est suffisante, car si a contient tous les facteurs de b avec 
des exposants au moins égaux, en mettant ces facteurs en 


ri.njo 

uGqf) 

53 () 

77 
1 1 
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évidence dans a, on aura a — b . q. Par exemple : 60/4800 = 

2 \ 3^ . 52 . 7 est divisible par 270 = 2 . 3\ 5, et le quotient est : 
2®. 5. 7 — 22/10. On voit que le quotient de deux nombres 
décomposés en facteurs premiers s’obtient immédiatement. Le 
produit de ces deux nombres est de même ici : 2** . 3® .6 ^7 
= i63 296000. 

Etant donné un nombre a, on peut donc former tous les di- 
viseurs de ce nombre en assemblant de toutes les façons pos- 
sibles les facteurs premiers de ce nombre avec des exposants 
au plus égaux à ceux qu’ils ont dans ce nombre. Par exemple 
les diviseurs de 270 2 . 3* . 5 sont : 

1 2 .3 2,',\ 3’ 2.3“ 3'^ 2.3‘‘ 

5 2.5 3.5 2.3.5 3‘^.5 2. 3^. 5 !V*.5 2.3‘^5 

ou par ordre de grandeur : 

1 2 3 5 6 9 10 i5 18 27 3a 4*"> 54 9<> i35 270. 

20 . — Si Ton veut chercher les dliHseurs communs à deux 
nombres a et 6, on peut dresser les listes de leurs diviseurs et cher- 
cher quels sont ceux qui appartiennent aux deux listes, mais il est 
plus simple de remarquer que tous ces nombres sont formés des 
facteurs premiers communs à a et 6, chacun d’eux étant pris au 
plus avec le plus petit des exposants qu’il a dans ces deux nom- 
bres. C’est ainsi que les diviseurs communs à 270 = 2 . 3 * . 5 
et 1 575 = 3^ . 5^ . 7 sont 

1 3 3 ‘^ 5 3 . 5 3=^ . 5. 

Leur formation même montre que ce sont tous les diviseurs du 
plus grand d’entre eux 3*. 5 = /|5 : tous les diviseurs communs 
à deux nombres sont des diviseurs du plus (jrand d* entre eux 
quon appelle le plus (jrand commun diviseur des deux nombres 
(en abrégé : p. g. c. d ). De façon analogue, le p. g. c.* d. de 
plusieurs nombres se formerait comme pour deux nombres en 
prenant les facteurs communs à tous ces nombres avec chaque 
fois le plus petit exposant. 
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Il peut arriver que deux nombres aient pour p. g. c. d. 
Tunité. Cela a lieu pour Î173 = 3 . 7 . i 3 et 55 o = 2 . 5 ^ . 1 1 . 
On dit que de tels nombres sont premiers entre eux. Si nous 
reprenons les deux nombres : 270 — 2 . 3^5 et i 576 = o*. 5 ^ 7 
pour les diviser par leur p. g. c. d. : 3 ^ . 5 , nous voyons que les 
quotients : 2 . 3 cl 5 . 7 ne peuvent avoir aucun facteur premier 
commun, car un tel fadeur aurait été pris dans la formation du 
p. g. c. d, des deux nombres ; ils sont premiers entre eux : les 
quotients <le deux nomhi'es par leur p. (j. e. d. sont deux nombres 
premiers entre eux. 

Nous énoncerons encore les trois ihéorèrncs suivants qui ré- 
siiltcnl ])rcsque immédiatement de ce qui précédé et que le 
lecteur établira sans j)oinc : 

Les puissances de deux nombres premiers entre eux sont des 
nombres premiers entre eux. 

Si un nombre dicise un produit de deux facteurs et est pre- 
mier arec tan ftenx, il divise t autre. Celte propriété généralise 
l’énoncé analogue concernant un diviseur premier ( 16 ). 

Si lin nombre est divisible par deux autres premiers entre 
eux, il est divisible par leur produit : 3 (Ki 5 est divisible par 
i 5 parce qu’il l’est séparément par 3 et par 5 . Ce dernier tliéo- 
réinc permet donc de donner de nouveaux caractères de divisi- 
bilité : un nombre est divisible par 6, s’il est terminé par un 
cbîffre pair et si la somme de scs chifl’res est divisible par 3, car 
alors il est divisible par 2 et par 3 . On étudierait de meme la 
divisibilité par i 5 = 3 , 5 , par 18 = 2 9, par 12 = 3 . 4 , etc... 

21 . — Au lieu d eludier les diviseurs communs à deux nom- 
bres, on peut étudier leurs multiples communs, multiples qui 
sont en nombre infini. Par exemple, étant donnés les deux 
nombres : 270 = 2 . 3 ^ . 5 et i bqb = 3 ^ . 5 * . 7, prenons un 
multiple commun à ces deux nombres : 2 . 3 * , 5 ^ . 7 = 9 45o ; 
les inulliples de <) '| 5 o seront des multiples communs aux deux 
nombres. Il faut cependant remarquer que tout multiple com- 
mun à ces nombres j>ossklera le facteur 2, à cause de 270; de 
meme le facteur 3 y sera contenu au moins 3 fois, le facteur 5 au 
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moins 2 fois, et le facteur 7 au moins une. Ils seront donc tous 
multiples de 2 . 3 * . 5 . 7 = 9 et ici encore on verrait aisé- 
ment que la propriété est générale ; tout multiple commun à 
deux nombres est un multiple du plus petit d'entre eux que ion 
appelle le plus petit commun multiple des deux nombres (eu 
abrégé : p. p. c. in.) On le forme, comme on voit, en prenant 
tous les facteurs premiers communs aux deux nombres, ou non 
communs, avec chaque fois le plus fort des deux exposants 
qu’il a dans ces nombres. On aurait une règle analogue pour le 
p. p. c. m. de plusieurs nombres. 

Si nous reprenons les deux nombres ; 270 = . 3 '‘ . 5 et 

1 575== 3 * . 5 * . 7, leur p. g. c. d. : 5 et leur p. p. c. m.; 

9 4Ô0 = 2 . 3 ^ . 5 ^ . 7, il est aisé de voir que tout facteur de 
270 comme tout facteur de i 576 se retrouve une fois et une 
seule avec son expo.sant dans le p. g. c. d. ou le p. p. c. m, et de 
même [K)ur 1575. On en conclut que ; 270, 1075 = 45 . y 45 o. 

Le lecteur établira sans peine la généralité de ce raisonnement 
qui conduit à l’énoncé : le produit de deux nombres est égal 
au produit de leur p. g. c. d. par leur p. p. c. m. 


Exercices. — N- 6, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 
f 5, £6, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 118. 
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22. Fractions. — La notion de nombre entier, qui seule 
jusqu’à |)r(3sent nous a suffi, peut s’appliquer à deux catégories 
de grandeurs bien distinctes. De tels nombres peuvent servir à 
compter les élevés d’une salle, les livres d’une bibliothèque, les 

arbres d’une allée, ou encore à évaluer un temps en heures, 

une distance en kilomètres, une somme en francs, ('). 

Dans ce dernier cas, contrairement à ce qui se |)asse dans le 
premier, il est facile d’imaginer qu’une durée soit supérieure 
à heures, mais inférieure à f\ ; qu’une distance soit comprise 
entre 7 ctiS kilomètres, là valeur d’un objet entre 3 et francs. 
La notion de nombres entiers ne suHit plus ici. Nous allons la 
généraliser en supposant, par exemple, qu’il s’agisse de lon- 
gueurs. 

Supposons donc que nous voulions mesurer une longueur 

AB {Ji(j. 5 ) avec une autre 
^ ^ longueur MN prise pour unité 

’ 2 ^ ^ ^ B ^ (ici le demi-centimètre). Si 

5 nous portons cette unité plu- 

sieurs fois de suite sur AB, 
nous voyons que 7 fois MN donnent la longueur AG inférieure 
à AB, tandis que 8 fois MN donneraient AD supérieur à AB. La (*) 


(*) Nous reprendrons cette distinction pour la préciser au début du cha- 
pitre suivant (35). 
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longueur AB ne peut être mesurée ni par l’entier 7 ni par ren- 
tier 8. 

Divisons alors Tunité en un certain nombre de parties égales, 
par exemple en 5 parties que nous appellerons des cinquièmes 
d’unité, et portons bout à bout ces nouvelles parties. Il en faut 
d’abord 6x7= 35 pour couvrir la longueur AC. Il peut 
arriver que la longueur CB contienne un nombre exact de ces 
parties. Nous supposons que ceci ait lieu ici et que CB con- 
tienjie deux de ces parties. AB contient dans ce cas 87 cin- 
quièmes d’unités, et un tel renseignement permettra de retrou- 
ver toujours la longueur AB. (iC nombre 37 cinquièmes que 

l’on écrit est par définition la mesure de la longueur AB con- 
sidérée. On l’appelle une fraction (* ). 

Une fraction est représentée par ensemble de deux îwmhreSy 
dont tan placé à la partie inférieure, et appelé dénominateur, 
indique en combien de parties égales on a divisé t unité, et tau- 
tre placé à la partie supérieure, et appelé numérateur, indique 
combien ton prend de ces parties, 

La façon même d’énoncer une fraction « 37 cinquièmes » rap- 
pelle d’ailleurs cette formation. Dans le cas des dénominateurs 
2,3, l{ on emploie les mots demi, tiers, quart : un demi, trois 
quarts, etc. 

11 y a plusieurs remarques immédiates à faire sur ce qui 
précède. Si l’on prend un, deux, trois ou quatre cinquièmes 
d’unités, on aura des longueurs inférieures à MN (fiq. 5), ou, 

si l’on veut, des nombres ^ * 5» 5» 5» inférieurs à l’unité; ^ re- 


(q Nous verrons plus loin f291) comment on peut effectuer pratique- 
ment la décomposition de l’unité en un certain nombre de parties égales. 
Il suffit pour le moment de concevoir celte possibilité. 

Nous avons supposé en outre dans l’exemple ci-dessus que le cinquième 
de l’unilé était contenu un nombre exact de fois dans AB. Nous ver- 
rons (36) comment on peut éviter tout tâtonnement et savoir immédiate- 
ment quelle est la fraction de l’unité à prendre, dans le cas où il existe une 
telle fraction. 
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donne Tunîté ; quant ^‘5» r, ils correspondent à 

des longueurs supérieures à MN [fin- 0) : ce sont des nombres 
^ ^ supérieurs à Tunité. Donc, une 

^ c . frac lion est inférieure, égale ou 
** sui)érieure à Ciinilc, suivatU 
(/ac 5on numéralcur est infé- 
rieur, égal ou siiiiérieur a s(tn dénoniinaleur. Si a 

a ^ . I ' <i ^ . . - 

on a : < I ; SI a = 0, on a : ^ = i, et enfin si a > a, on a : 

a 

b>^- 

La mesure de la longueur \C est 7 ou On a donc: 

7 — puisque ces deux nombres mesurent la même longueur. 

Une fruclion est égale au guolient de son numérateur par son 
dénominateur quand celte dwision se fait exactement. Si a — tnb, 

on a : ^ ■ - m ( 10 ). 


23 . — Nous voyons encore sur cet exemple qn*une même lon- 
gueur peut être mesurée de plusieurs façons differentes puisque 

7 rr-: ~ . Dc facou plus générale, prenons une frac- 

tion (luelconque et divisons chacun des cinquièmes d’unité 

en parties égales. MN comprend 2.5= 10 parties égales 
qui sont les dixièmes crunité. La longueur Ali contiendra 
2 . 37 = 7/1 de ces parties. Le nombre qui mesure AIî peut donc 

être pris égal 5 ' . On verrait de même que : 



5 


57 . 3 111 

à . 3 ^ i 5 


etc. 


On ne (diange pas la valeur d'une fraction en multipliant à la 
fois ses deux termes par un meme nombre. Inversement 

d’ailleurs - ^ ^ - = V : on ne change pas la valeur d’une 

fraction en divisani à la fois ses deux termes par un diviseur 
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commun. Effectuer une telle opération s'appelle simplifier ime 
fraction. On aura la simplification lapins grande possible en 
prenant pour diviseur commun le plus grand de tous les divi- 
seurs (20). Les deux termes de la nouvelle fraction sont alors 
premiers entre eux. On dit que celte fraction est irrâdiiciibk. 
Celle possibilité de mettre une meme fraction sous une 
infinité de formes différentes permet de comparer deux ou 
plusieurs fractions pour savoir quelle est la plus grande, 
c'est-à-dire quelle est celle qui cornrsiKDnd à la plus grande 

longueur. Si nous prenons les fractions : ? et » il s’agit dans 

les deux cas de cinquièmes d unilé et il est par suite visible 

que est supérieur à T. Une telle comparaison n’est plus 

imniédiato pour des fractions telles que ^ et ^ . Mais on peut rc- 

;) 7 

3 3.7 iii 4 4 • ^ » I 

marquer que = g et ^ -- ~ ^ et la comparai- 

« • • 2 1 3 

son des fractions ainsi obtenues monire que ou . est la plus 

grande des deux. 

On a pris, comme on le voit, un multiple commun 7.5 — 35 
des deux dénominateurs primitifs pour avoir le nouveau déno- 
minateur. Effectuer une telle opération s’appelle réduire les 
fractions au même dénominateur , On voit que le dénominateur 
le plus simple que l’on puisse prendre est, d’après sa formation 
meme, le plus jietLfe commun multiple des denominateurs (‘). 

Deux fractions ne peuvent être égales que si, dans cette réduc- 
tion au même dénominateur, on trouve des numérateurs égaux : 

4,6 . 4 4 . 6 6 . 2 12 ^ . 

jT et - sont égaux, car g - g et ^ ^ g . Ceci 


Ce procédé de rcduclion au uicinc dénominateur pour la comparaison 
de deux ou plusieurs fractions est surtout avantageux en théorie. Dans la 
pratique il est plus commode de réduire les fractions à comparer en frac- 
tions décimales (2d). On pourrait faire une remarque analogue au sujet 
de reddition des fractions dans le cas ou l'on a plusieurs fractions de déno- 
minateurs différents. 
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va nous jicrrncllrc de préciser la notion d’égalité de deux frac- 
tions. 

On forme tonies les fracAions égales à une fraction donnée on 
pn *nant cette fraction sous sa forme irrédurliblc et en miilli- 
plianl ses deux termes jinr un meme nombre entier d ailleurs 
arbitraire. 

hn cIVet, d après ce qui précède, les fractions ainsi formées 
sont égales a la fraction considérée. \érifions qu’on les a toutes: 

d 

soit en efl'el une fraclion j, égale à la fraction irréductible^. 

d fl 

LY'galilc devient piir la réduction au môme denomina- 

n'It (tl)' ,, , ,, 1,1 . 

leur ~ ^y d ou 1 on déduit au — au . Mais b divise ab' ci 

est premier avec u; il divise donc // (19) et l’on a //= bq et 

a' 

par suite a' --- aq ce (jui montre que y s’obtient en multipliant 
les deux termes de g par le nombre q. 


24. Opérations sur les fractions. — L’addition et la sous- 
traction des Iraclions se font immédiatement si l’on a soin de 
réduire ces fractions au niôinc dénominateur, ce que l’on peut 

toujours faire : si, par c.xemple, on considère deux fractions ? 

1 . ^ 
et , , il est naturel, en supposant que ce soient les mesures de 

deux longueurs, de prendre la mesure de la somme des deux 
longueurs comme représentant la somme de ces deux fractions. 

11 est évident que cette somme est ^ : 



4- i = ? i _ 3 _ i 
3 6 6^6 6 — 2 * 


De môme : 
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La soustraction donne lieu à des calculs analogues : 


3 2 ^ 8 

4 3 12 12 12 




3 \ 7 M j 4 

4/ ~ 2 4 4 4 



Pour ajouter {ou retrancher) deux fraciionsy on les réduit au 
même dénominateur ^ puis on ajoute {ou retranche) les nuniéra- 
teiirs et Von conserve pour dénominateur le dénominateur com- 
mun à ces deux fractions. 


25 . — La multiplication d’une fraction par un nombre entier 
peut être considérée comme une généralisation de Tidée d’addi- 
tion. Multiplier ^ par 4 , c’est répéter 4 fois la fraction ^ ; on a 
donc : 



On voit qu’il suffît de multiplier par f\ le numérateur. 

1 . T 7 r 7 . 5 35 

En particulier, si 1 on multiplie ^ par 3 , on trouve — = 

qui n’est autre que le nombre entier ^ . Si Von multiplie une 
fraciiôn par son dénominateur.^ on obtient le numérateur de 
cette fraction. 

G est là un résultat très important, qui permet en particulier 
de reprendre une définition déjà donnée pour la division (10). 
Nous avons vu que la division de a par b n’est pas toujours 
possible, si l’on veut trouver un nombre q tel que a ~ b . q. 
Par exemple, on ne peut pas avec une telle définition diviser q 

par 5 . Mais nous voyons que la fraction ^ répond à cette ques- 
tion, puisque multipliée par 5 elle donne 7. Cette propriété 
fondamentale des fractions peut s’énoncer : une fraction est le 
quotient de son numérateur par son dénominateur. 

Mais il faut bien remarquer que le sens actuel du mot a quo- 
tient de 7 par 5 » n’est pas le sens précédemment adopté dans 


A. Sainte-Lague. 
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la recherche du quotient i et du reste 2 de la division de 7 
par 5 , division qui ne se fait pas exactement. Lorsqu’on veut 
distinguer ces deux sens, on dit que i est le quotient approché 
à une unité jirès par défaut, ou en abrégé le quotient à une 

unité près de 7 par 5 , et que ^ est le quotient exact de 7 par 5, 

ou le rapport de 7 à ( 37 ). Dans le cas où la division se fait 
cxacleinenl, il n’y a aucun inconvénient à employer comme 
nous l’avons fait (10) la forme de fraction pour indiquer le quo- 
tient de CCS nombres : r - 2. 

On peut donner du quotient exact une représentation con- 
crète en reprenant l’exemple des longueurs. Pranons une 

longueur AB égale à 7 fois l’unité 
" — MN (/ô/. 7), et cherchons à la 
A “c~" — — — " — — U partager en 5 parties égales. 11 est 

j,._^ ^ facile de voir que si l’on divise 

MN en 5 parties égales, 7 de ces 

])arlie.s donnent la longueur AG qui est les l de MN et | de AB. 

Le même procédé s’étend à la division d’une fraction par un 

nombre entier. C’est ainsi que pour diviser la longueur AG= J- 

en f\ parties égales, on peut diviser en 4 l'un quelconque des 
7 segments qui rormciit AC et prendre 7 de ces nouveaux seg- 
ments. Si 1 on remarque qu il faudrait 5 . 4 ^ 20 de ces mêmes 
segments pour retrouver lunité MN, on voit que chacun d’eux 
est un vingtième d unité ; la réunion de 7 de ces segments 

donne pour le quart de la longueur AC :. pour diviser une 

fraction par un nmnhrcy on multiphe le dénominateur de la frac- 
tion par ce nombre. Il > a d ailleurs des cas où 1 on peut diviser 
simplement le numérateur par ce nombre. Par exemple pour 
8 

diviser g par 4 , il suffit visiblement de prendre la fraction f 

d’ailleurs égale à = - • 

° a . 4 20 
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26 . — Pour définir le produit d*un nombre entier, ou, plus 
généralement, d’une fraction par une fraction, il nous sera 
commode de raisonner sur un exemple. Supposons qu’un 

voyageur fasse i kilomètre 2 cinquièmes, ou, si Ton veut, de 

kilomètre par heure. Pour avoir le chemin parcouru par le 
voyageur en 2 heures, 3 heures,... il sulïira de multiplier la 

fraction ^ par 2,3,... opération que nous avons appris à elfcctuer. 

Il est alors naturel de considérer le chemin parcouru par 
le voyageur en une demi-heure, trois quarts d’heure, 7 quarts 

d’heure... comme représentant les produits de ï par 

Cherchons le chemin parcouru en | d’heure : en ^ d’heure, le 
voyageur fait f\ fois moins de chemin qu’en une heure ; il laut 
donc diviser 1 par 4, ce qui donne comme on l’a vu , et en 

^ d’heure, il fera 7 fois plus de chemin que dans ^ d’heure, 

soit == de kilomètre. On est ainsi conduit à la défini- 
tion suivante que nous adopterons : 

Pour multiplier lune par Vautre deux fractions, on prend 
une nouvelle fraction ayant pour numérateur le produit des nu- 
mérateurs et pour dénominateur le produit des dénominateurs. 

Si dans l’exemple précédent on avait pris les ^ de , on aurait 

été conduit au même résultat, car, pour prendre les ^ d’un 
nombre, on peut en prendre d’abord le quart, ce qui revient à 

le diviser par 4> puis les | , c’est-à-dire multiplier le résultat 
précédent par 7. 

On voit, d’après la définition donnée, que le produit de deux 
facteurs ne change pas quand on intervertit l’ordre des facteurs. 
Nous laissons au lecteur le soin d’étendre aux fractions la plu- 
part des propriétés analogues déjà établies pour les nombres 
entiers (3 et suivants). 
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Pour définir la division d’une fraction par une autre fraction^ 
on pourrait, comme nous venons de le faire, raisonner sur un 
exemple, mais il sera plus commode de considérer la division 
comme une opération inverse de la multiplication. Diviser une 
fraction par une autre, c est chercher une nouvelle fraction qui, 
multipliée par la seconde, reproduise la première. 

Le lecteur en déduira la règle pratique : pour diviser une 
fraction par une autre, on multiplie la première fraction 

7 2 7 3 21 

par la seconde renversée ; le quotient de i par ^ est : / • 

Nous nous bornerons h vérifier sur l’exemple considéré que le 

,., 7.3 2 , . 7 7.3 2 7.3.2 7 

produit de par est bien ' ; on a : ^ X 3 = fiTn il 3* 

On établirait sans ])elne que, pour toutes les opérations ainsi 
définies (addition, soustraction, multiplication, division), le ré- 
sultat de l’opération ne change pas si l’on remplace deux ou 
plusieurs fractions par des fractions équivalentes. 


27. Fractions décimales. — Une catégorie très importante 
de fractions est celle des fractions décimales ou fractions dont 
le dénominateur est 10, ou une puissance de 10 : 100, i 000,... 

Ces fractions sont à peu près les seules employées dans la 
pratique : on ne parle jamais d’un tiers ou d’un septième de 
mètre, mais bien d’un dixième de mètre ou décimètre, d’un 
centième de mètre ou centimètre, etc... De meme pour les 
litres, les kilogrammes, les francs... Une des principales raisons 
de celle importance des fractions décimales est l’emploi de la 
notation particulière suivante ; on transforme une fraction dé- 
cimale en nombre décimal en séparant sur la droite du numé- 
rateur par une virgule autant de chiffres qu il y a de zéros au 
dénominateur : 


-^79 

10 



42 734 

i 000 


= 42.734 



»7 

100 000 


= 0,00017. 


C’est une généralisation de la notation employée pour le^ 
entiers. Ici encore tout chiffre placé à la droite d’un autre re- 
présente des unités dix fois plus faibles. De sorte que, dans le 
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nombre décimal 42,734, le 7 représente des dixièmes d’unité, 
!e 3, des dixièmes de dixièmes, c'est-à-dire des centièmes, etc.. 
On peut d’ailleurs mettre ceci en évidence en écrivant : 


4 ?. 7^ 

1 000 


4o 000 
1 000 




2 000 700 

1 000 1 000 


3o 

1 000 


= -t- 2 -f- -- 

10 


100 


4 

1 000 


4 

1 000 


La virgule n’a d’autre rôle que d’indiquer où se trouvent les 
unités; ^2 est la partie entière et 78/1 la partie décimale. Ici, 
comme pour les nombres entiers, on met des zéros à la place 
des unités manquantes; on a d’ailleurs l’habitude, dans le cas 
où il n’y a pas de partie entière, de mettre un zéro avant la 
virgule pour indiquer la place des unités. 

La transformation inverse d’un nombre décimal en fraction 
décimale résulte de ce qui précède : 


42.734 


_ 42 734 

1 000 


0,00017 


100 000 


Tout zéro placé à la droite d’un nombre décimal n’en change 
;pas la valeur : 


0,0001700 = 


1 700 


10 000 000 


^7 

i — = 0,00017. 

100000 ' 


La comparaison de deux nombres décimaux est immédiate. 

Pour comparer o,o3 et 0,0299, il suffit de remarquer que les 

deux fractions décimales correspondantes peuvent s’écrire 

3oo . 209 ^ ^ 

ï~()ôô Tooo suite que la première est la plus grande. 

Alors qu’il est impossible de comparer sans calculs des fractions 
ordinaires : ^ on peut toujours classer immédiate- 

ment. des fractions décimales en nombre quelconque. 


28 . — Les opérations sur les nombres décimaux sont bien 
connues et nous rappellerons simplement les règles pratiques ; 
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Jeiit* juslificalion se fait en substituant les fractions décimales 
aux nombres décimaux : par exemple : 


X a,o4 


3 

lo 


A 

1 oo 


i:> 

1 000 


OjOia. 


l/adflitlon de plnsieiu's nombres décimaux se fait comme une 
addition ordinaire, après avoir disposé les nombres les ans au- 
dessous des autres de façon à ce que toutes les vinjiiles soient 
dans une meme colonne. On recopie une virqule au résiillal au- 
dessous des virgules déjà inscrites. On ramène exactement de la 
meme manière la soustraction de deux nombres décimaux a la 
soustraction de deux nombres entiers. 

On multiplie {ou on divise) un nombre décimal par lo, loo, 
1 ooo, ... en déplaçant vers la droite (ou vers la qaiiche) la vir- 
(jule de 1, ‘A, 3 , ... rangs. 


0 .0 l U X 1 00 1 ,‘A 0 ,0 1*2 X 10 000 — 120. 

l^our multiplier deux nombres décimaux lun par taufre, on 
les multiplie sans tenir compte de la virgule, mais on sépare 
ensuite au pnnluit autant de chiffres décimaux qiéil y en a en 
tout dans les deux facteurs. 

Pour diviser deux nombres décimaux Pun par P autre, on les 
multiplie tous deux par une meme puissance de lo, de façon à 
les rendre entiers, et P on retrouve ainsi le cas de la division de 
deux nombres entiers. 

Pour diviser o,:ii par o,oo 3 , on se ramène à la division de 
aïo par 3 , ce qui donne 70. Pour diviser 0,017 par o,oo 3 , on 
divise de même 17 par 3 , division qui donne 5 comme quotient 

approché à une unité près, et comme quotient exact */. Nous 

allons voir qu'on peut d'ailleurs dans certains cas mettre sous 
forme décimale le quotient de deux nombres décimaux. 

29. Convertir une fraction ordinaire en fraction déci- 
male. — Le problème que nous nous proposons est le 
suivant : étant donnée une fraction ordinaire, trouver une 
fraction décimale qui lui soit égale. Par exemple on a : 
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r=' ‘*_3^/,. Une telle transformation n’est pas 

toujours possible comme nous le verrons, et l’on se borne 
alors à chercher le plus grand nombre de dixièmes, de 
centièmes, de millièmes, ... contenus dans la fraction consi- 
dérée. Si l’on sait que la fraction est plus grande que la 

. . . , 2 4:i8 , . 2439 !• 

fraction décimale | et plus petite que — — , on dira que 

est la valeur approchée À --- 

la valeur approchée à près de . et ^ la râleur appro- 
chée à pû'* excès.- Remarquons que, eu particulier, 2 

est le quotient à une unité près par dél'aut de 17 par 7, comme 
nous l’avons déjà dit. Les nouvelles définitions sont donc une 
généralisation de celles qui ont déjà été employées pour la divi- 
sion. Nous allons voir de plus qu’on en revient tou jours au 
cas du quotient à une unité près : 

Cherchons en effet la valeur à près de . Si a est le 

numérateur cherché, on doit avoir : 

a ^ 1 7 ^ 1 

l 00 () 71 OOO 

Multiplions par 1000, puis par 7, les divers termes de ces 
inégalités ; on a successivement : 


près par (léfaiil, ou encore 



inégalités qui expriment, comme on l’a vu ( 10 ), que a est le 
quotient à une unité près par défaut de 17 000 par 7. Effectuons 
celle division, on trouve : a--- ^ 428. La valeur cherchée est 

donc par défaut 7-7^ = 2,428, ou par excès : = 2,420, 

^ I OOO ^ 1 J OOO 
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près seulement, on 


17 

30. — Si Ton veut la valeur de -J, à . 

7 

17 f • . 43^ ^ 2 429 . 

pourra remarquer que ^ étant compris entre et est 

3420 . 343 . 243 , 

compris par suite entre et ou — et ; donc 

^ ^ 1000 1000 100 100 

243 17 1 24 

^ — 2,/|a est la valeur de ■ ' à — près. De même — = 2,4 

100 ’ ' ^ io(» * 1» 


12 • 
en est la valeur à près et | — 2 la valeur a une unité près. Les 

divers calculs a faire sont les divisions de 1 7 ooo par 7 ; de 1 700 
par 7 ; de 1 70 par 7 ou enfin de 1 7 par 7 suivant les cas. Si donc 
on efrcclue, comme ci-contre, la division de 17 par 7 en abais- 
sant chaque fois un zéro à la droite du 
reste, les quotients successifs : 2 ; 2,4 ; 

2,42 ; ... représentent les valeurs de ~ 

h une unité, un dixième, un centième... 
près. On écrit quelquefois : 


»7 

3 o 
20 
60 
4o 


2,428571428. . 


le 


= 2,428571428.... 

7 

Dans Texemplc ci-dessus, les restes 
successifs 3, 2, 0, 4,... étant inférieurs à 
7 doivent se reproduire indcüniment et dans le même ordre. Il 
en est de même par suite des cliillVcs du quotient: 428071 

428571 C’est ce que l’on exprime parfois en disant que le 

nombre décimal 2,428571428.. supposé illimité est périodique ; 
428571 est la période, 11 est aisé de voir que, dans tous les cas 
où la division ne se termine pas, le quotient est périodique. 

En s’appuyant sur les propriétés des fractions équivalentes, 
le lecteur pourra démontrer que : la condition nécessaire et suf- 
fisanie pour quune fraction ordinaire supposée irréductible 
soit é(/ale ù une fraction décimale est que son dénominateur ne 
contienne pas d'autres facteurs premiers que 2 ou 5. 

Ce problème de la conversion exacte ou approchée d’une 
fraction ordinaire en fraction décimale se présente fréquemment 
dans la pratique. Si par exemple un caissier doit partager 


3o 

20 

(U) 

4. 
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46o francs entre 9 personnes, il doit donner à chacun 

4C0 . f 

3 — == 5 isi 1 1 1 ... 

9 

En réalité il donnera à chaque personne 5 l^ 1 1 ♦ le centime étant 
la plus petite unité monétaire ou même 5 l^Io; si Ton doit par- 
tager 43 mètres de drap en 8 morceaux d’égale longueur, cha- 
que morceau devrait avoir : = 5"\375 et dans la pratique 

on prendra 5 "', 87, le centimètre étant la plus petite unité de 
longueur pour de telles mesures (47) ; etc. . . Comme on le voit, un 
très petit nombre de décimales suffisent dans la plupart des pro- 
blèmes que l’on a pratiquement à résoudre (52 et suivants). 

Le procédé qui consiste à chercher une valeur approchée d’un 
nombre que l’on ne peut pas avoir exactement est d’un usage 
très fréquent en Mathématiques. On l'emploie dans un grand 
nombre de calculs d’Analyse. Mais même dans les rnatliéma- 
tiques élémentaires nous le retrouverons dans la recherche de la 
racine carrée (33), en géométrie dans le calcul du rapport de la 
longueur d’une circonférence à son diamètre (162), etc 


31. Racine carrée. — Nous avons dit (8) qu’on appelle 
•carré d’un nombre le produit de ce nombre par lui-même : 

32 3 . 3 r::r. Ç) 172= 1 7 . 1 7 rrr: 289. 

Une telle définition s’étend naturellement aux fractions ordi- 
naires et décimales : 


/4Y'_4 4^4!^iii 

\ 7 / 7*7 Ÿ 49 


1,7^ 1,7 X 1,7 = 2,89. 


Inversement, étant donné un nombre entier ou fractionnaire, 
extraire la racine carrée de ce nombre, c’est trouver le nombre 
entier ou fractionnaire dont il est le carré. On emploie pour une 
telle opération le signe « radical » : • 
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Le carre crime fraction irré(luclil)lc est est aussi' irré- 

ductible. Donc le carré d’une fraction irréductible n’est jamais 
un entier. Inversement si un nombre entier, 2 par exemple, 
n*a aucune racine carrée entière, il n’a pas davantage de racine 
fractionnaire : i/ y a des nombres qui noiil pas de racine carrée 
au sens précédent du mot. 

Les noml)res entiers qui ont des racines carrées entières s'ap- 
pellent des carrés parfaits. Les plus petits carres parfaits 
sont donnés par la liste ci-dessous, (pi’il est bon de savoir par 
emur (‘) : 

Nomlircs : 1 'i 3 4 5 7 9 

Carrés ; j 4 9 26 .3() 49 ^>4 

Nombres: 11 i3 i4 i5 i(> 17 18 19 20 

Carrés : 121 i44 it)9 196 225 2r)t> 289 324 3()i /\oi}. 

Il Y a, comme on le voit, très peu de nombres qui soient 
carrés parfaits. Un entier cjuelconque ne sera pas en général 
dans celle liste, meme si on la suppose prolongée indéfiniment : 
22 par exemple est compris entre i(i ou 4*^ cl 20 ou 5^ Ceci 
veut dire que le plus grand entier dont le carré est inférieur à 
22 est 4- Par analogie avec une définition concernant la divi- 
sion ( 10 ), on dit que 4 est la racine carrée à une unité près 
par défaut de 22 ; la racine carrée éi une unité p?'ès par excès 
est 5. On dit quelquefois de fiu;on abrégée : la racine carrée 
de 22 est 4. La diflérence entre 22 cl le carré de 4 s’appelle le 
reste : 22 — i() ~~ G. 

Si a est la racine carrée de A, on peut écrire d’après ce qui 
précède : 

a < A < (a -h if. 

Le reste r est donné par : 

/—A — 

(*) On trouvera à la ün du volume les carrés et les racines carrées des 

100 premiers nombres. 
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Si l’on remarque que (a i)- est égal à cC- 4- aa 4- ï ( 9 ), on 
voit que l’inégalité A < 4 - an 4- i entraîne r < aa -l- 1 , que 

Ton peut encore écrire : r <; 2a. 

32 . — L’extraction de la racine carrée a d’un nombre 
donné A est une opération connue du lecteur et au sujet de la- 
quelle nous nous bornerons à rappeler quelques points impor- 
tants sans donner leurs démonslralions. 

Le nombre des Mffres de la racine a es/ donné par le nombre 
des franches de deux chiffres de A. La racine carrée de 22 71 5(S 
a 3 cliillVes, ou, si l’on veut, est comprise entre 100 et 1 000. 
Il en est de même pour la racine carrée de 7 43 73. 

I.e nombre des dizaines de la racine a est la racine carrée du 
nombre des centaines de A. De meme le nombre des centaines 
est la racine carrée du nombre des dizaines de mille, etc. Si par 
exemple 27a est la racine carrée de 7 43 73, celle de 7 43 esl 
27 et celle de 7 est 2. 

Ces remarques permettent d’extraire la racine carrée d’un 
nombre quelconque. Nous indiquerons sur un exemple la marche 


à suivre. Pour avoir la racine carrée j 43 •jW 

•> r 0 
/ 



a de 74 373, on décompose ce nom- :] 43 

48 

47 

542 

bre en tranches de deux chiffres : 3 29 

8 

7 

•> 

7 43 73. Le chiffre des centaines 14 -3 
de a est la racine carrée de 7, soit 2. 10 84 

A la suite du reste correspondant 3 89 

384 

329 

1<.84 


7 — 4 = 3 , on abaisse la tranche suivante 43 , ce qui revient à 
dire que 743 — 20^ = 343 . On sépare le dernier chinVe 3 et 
Ton divise 34 par le double 4 du 2 déjà trouvé à la racine, on 
obtient 8. C’est le second chiffre de a, ou un chiffre trop fort. 
On essaie 8 en calculant 48 x 8 = 384 . Ce nombre étant su- 
périeur à 343, c’est que 8 ne convient pas. L’essai de 7 donne 
47 X 7 = 329 qui est inférieur à 343 . La racine de 743 est 
alors 27, le reste étant 343 — 329 = i 4 ; on a d’ailleurs 
343 — 329 = 743 — 27“. On abaisse da meme la tranche 
suivante 78 ce qui donne i473. On divise i 47 par le double de 
la racine déjà trouvée : 54 (d'ailleurs 54 est la somme de deux 
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nombres déjà écrits : 47 et 7). Cette division donne 2 qui 
essayé convient, car 542 X 2 = i o 84 nombre inférieur 
à 1 473. La racine est 272 et i 473 — i o 84 = 389 est le reste 
d'ailleurs inférieur au double de la racine : 544 ( 31 ) ; ^ 

comme précédemment i 473 — i o84 = 74378 — 272®. 

33 . — Un nombre n*ayant pas en général de racine carrée 
exacte, on est amené, comme pour la division, à définir la racine 

carrée à c’est-à-dire à cherclier le plus grand 

nombre de dixièmes ou de centièmes dont le carré soit infé- 
rieur au nombre donné. Si Ton sait que le carré de i, 4 i 
est 1,9881 et celui de 1,42 est 2,0164, on pourra dire que i, 4 i 

est à près la racine carrée par défaut de 2, ou simplement 

la racine carrée à près ; 1,42 est avec la même approxima- 
tion la racine carrée par excès. 

La recherche d’une telle racine est analogue à celle d’une 
racine carrée à une unité près : si Ton veut avoir la racine à 
près de 2, il faudra trouver un entier a tel que l’on ait : 

\i()()/ ^ \ 100 / 

Multiplions par 100* = i 00 00 les termes de ces inégalités : 

2 00 00 <1 (u 4 - i)* 

qui exprime que a est la racine carrée à une unité près 
de 2 00 00. On extrait cette racine qui est i 4 i. La racine 

carrée de 2 à un centième près est alors i,4i. 

Pratiquement, on dispose l’opération comme à la page sui- 
vante, en abaissant des tranches de deux zéros pour chaque 
nouvelle décimale à obtenir. 

On opère de façon analogue pour chercher la racine carrée 
d’un nombre décimal. Si l’on cherche par exemple à près 
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la racine carrée de 4*857, la première tranche à abaisser sera 
85 ; la seconde sera 70. La racine est 2,20. 


2 

i, 4 i 


4.^57 

1 2,20 

100 

24 

281 

0 85 

42 

44 

96 

4 

1 

«4 

2 


4oo 

96 

281 

170 

84 



281 

119 


34. Racines cubiques, quatrièmes, ... — Les définitions 
de la racine cubique, de la racine quatrième, ... d*un nombre 
se déduisent des définitions du cube, de la quatrième puis- 
sance, ... (8), comme celle de la racine carrée se déduit de la 
définition du carré d’un nombre. C’est ainsi que les égalités : 

3^ = 27 2,6*^ = 17,576 

peuvent s'écrire : 

{/27 = 3 \/ 17,576 = 2,6 

En général, le nombre considéré n’a pas de racine exacte, et 
l’on définit, comme pour la racine carrée, la racine à , . . . 

près par défaut ou par excès d'un tel nombre. C’est ainsi que, 
pour avoir la racine cubique de 2 à près, on cherche un 
nombre a tel que l’on ait : 




< 2 < 



inégalités qui se ramènent à : 


2 00 00 00 << (« + 0^ 


et Ton voit que a est la racine cubique à une unité près de 
2 000 000, soit 125. La racine cherchée est i,25. 

Les calculs peuvent s’effectuer à l’aide de tables numéri- 
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qucs (’) suflisammcnl étendues, ou par des méthodes de tâton- 
nements. On peut aussi employer des règles analogues à celle 
qui nous a servi pour la racine carrée, mais elles conduisent 
a des calculs corn])liqués. 

Aucune de cos méthodes ne présente d'ailleurs d’intérêt 
pratique, car nous verrons que l’emploi des logarithmes (129) 
permet d’elTccluer presque immédiatement tous les calculs 
d’élévation aux puissances ou d’extractions de racines. 


Exercices. — N'' 10, 11, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 
46, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 133. 

( ' 1 Ou trouvera à la iln du volume les cubes des lot) premiers nombres. 
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35. Mesure des grandeurs. — Les grandeurs que Ton 
peut avoir à comparer dans la pratique sont, comme nous 
l’avons déjà dit (21), de natures très dilTérentes. 

Certaines d’entre elles sont formées d’objets tous identiques, 
ou, plus exactement, d’objets que l’on range sous la niém(‘ dé- 
nomination. L’unité est Tun de ces objets. Ce cas se présente si 
l’on compte les arbres d’une allée, les livres d’une bibliothèque, 
les habitants d’une ville. Ceci ne veut pas dire d’ailleurs que les 
arbres de l’allée soient identiques, pas plus ([uo les livres de la 
bibliothèque, ou les habitants de la ville. Les calculs sur de 
telles grandeurs reposent sim|)lcment sur la notion du nombre 
entier. 

Mais il y a d’autres grandeurs, comme les longueurs, les 
poids ou les températures, appelées parfois fjrandeurs continues, 
par opposition aux précédentes qui sont des fjrandeurs disconti- 
nues. Toutes ces grandeurs continues ne présentent pas d’ail- 
leurs le même caractère. On n’ajoute pas deux températures 
comme on ajoute deux longueurs ou deux poids. Nous nous 
bornerons aux grandeurs les plus usuelles : longueurs, surfaces, 
volumes, poids, monnaies, angles, temps,... pour lesquelles on 
sait ce que c'est que deux grandeurs égales ou inégales, que la 
somme ou la différence de deux de ces grandeurs, et pour 
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lesquelles on conçoit l’existence d’une grandeur 2, 3 , 4 , 5 ,... 
fois plus grande ou plus petite qu'une grandeur donnée. 

Pour mesurer de telles grandeurs, on prend de façon arbi- 
traire une grandeur fixe de même espèce, qui sert de terme de 
comparaison ou d! unité ; ce sera par exemple le mètre pour lea 
longueurs, le franc pour les monnaies (46 et suivants), etc... 
On cherche combien de fois cette grandeur-unité est contenue 
dans la grandeur donnée. Il est rare qu’elle y soit contenue un 
nombre entier de fois. Dans la pratique, on cherchera combien 
la grandeur considérée contient de dixièmes d’unité, puis de 
centièmes. Un ouvrier dira que la largeur d’une pièce est de 
3 "‘, 83 , sans se préoccuper de savoir si le nombre décimal 3,83 
est rigoureusement exact. De même dans le commerce, on dit 
souvent que le poids d’un objet est de 7 ’'^'', 85 o quand ce poids 
est compris entre 7 '‘^, 85 o et 7*‘^,86o, ce renseignement étant 
habituellement assçz précis pour l’usage qu’on en veut faire. 
Les nombres décimaux permettent de faire toutes les mesures 
courantes. 

36 . — Théoriquement, on ne peut pas se borner à ce qui 
précède. Si l’on veut mesurer une longueur AB {fig, 8) en pre- 

nant comme unité une longueur 
^ MN, nous savons (21) que, si 

l’on trouve un segment con- 
O ï TTob tenu un nombre exact de fois 
Fig. 8 dans MN et dans AB, la longueur 

de AB sera exprimée par une 
fraction. Cherchons un tel segment, ou, comme on dit, une 
telle commune mesure. Pour cela, après avoir porté autant de 
fois que possible MN sur AB, en AD, DE, EC, on porte CB 
sur MN en MP ; puis PN sur CB en CF, FG ; etc. Admettons^ 
pour fixer les idées que GB porté sur PN y soit continu trois 
fois exactement ; l’opération est alors terminée : GB est la 
commune mesure cherchée. Ce segment est contenu 3 -h 3 H- 
I = - fois dans GB; 7 -h 3 = 10 fois dans MN et enfin 

10 -h 10 4 - 10 H- 7 = 37 fois dans AB. Donc AB est les — de 
' ' 10 
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MN, et comme MN est l’unité, AB a pour mesure : = 3.7. 

Le lecteur établira sans peine que l’on arrive ainsi, clans 
tous les cas où l’opération se termine, à avoir sous forme irré- 
ductible la fraction cherchée. 

On démontre d’ailleurs qu’une telle commune mesure 
n’existe pas toujours : les deux grandeurs considérées sont dites 
alors incommensurables {'). Nous supposerons que ce cas ne se 
présente jamais dans les mesures cpie nous aurons à considérer. 
Dans la pratique celte question n’a pas une grande importance 
puisqu’on se borne à un très petit nombre de décimales. 


37. Rapports. — Prenons maintenant deux longueurs quel- 
•conques AB, CD, 9), Tunité étant MN. Les mesures res- 
pectives de AB et CD seront par ^ ^ 

37 5 

exemple et Nous pouvons a g 

réduire ces deux fractions au b 

même dénominateur en posant 

“ = ~ , Mais on voit alors que le dy'**® de AB est contenu 
25 fois dans CD ; ou encore, si l’on veut, cpie la mesure de CD 


20 , . 

en prenant AB pour unité est , résultat qui ne dépend évi- 
demment que des longueurs de AB et CD. 

On appelle rapport de deux grandeurs P et Q de meme espèce 
îe quotient des nombres p et q qui les mesurent, quand on prend 
pour unité une grandeur quelconque de même espèce. On le 


représente par la notation ~ analogue à celle des fractions, mais 

dans laquelle p et q peuvent être des fractions ordinaires ou dé- 
cimales. 


( 1 ) On verra en géométrie (251) que la diagonale du carré de cùlé 1 a 
pour longueur ^ 2 . Or il n’y a aucun nombre entier ou fractionnaire dont 
ie carré soit égal à 2 (31). Donc ces deux longueurs n'admettent aucune 
•commune mesure et y/a est un nombre incommensurable. 


h 


A. Sainte-Laguc. 
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Ici le rapport des longueurs CD et AB est quotient de" 

10 

deux (raclions ordinaires. Ce rapport est égal à : 


O 

14 


X 


K» 5 o 20 



0, (>75675 ... 


résultat indépendant, comme on la vu, de riiniLé choisie : 

Le rapport de deux grandeurs de même espece ne dépend pas 
du choix de runilé. C'est en particulier la mesure de rime des 
(jrandenrs quand on prend F autre pour unité. 

Il faut bien comprendre la signification de celte notion de 
rapport (pii (\sl des [)lns importantes pour la mesure des gran- 
deurs, (‘l par suite pour les a|)plicalions pratiques d (3 rArilhmc- 
lique. Si, par exemple, on dit que le raiiport des poids de 

deux corps est - ou 3. cela veut dire que le poids du second 

corps (‘Si trois lois plus grand que celui du premier, et, dans ce 
cas lies simple, le lecteur verra aisément que ce résultat ne dé- 
pend pas d(' 1 nriile de poids, qui peut être le kilogramme, le 
gramme, ou toute autre quantité. Ce iionibrc 3 exprime sim- 
l>lement le résultat de la comparaison des poids des deux 
corps. 

Si d ailleurs le poids de 1 un des deux corps est triple de 
celui de raulrc, le [loids de ce dernier est le tiers de celui 

du premier. Le résultat de la comparaison est ici le rapport 

Deux rapports tels que et sont dits inverses. On déduit donc 

de ceci que : le rapport d une grandeur P à une grandeur Q est 
inverse du rapport de la grandeur Q à la grandeur P. 


38 . — Un rapport se présente, comme on Ta vu, sous la 
forme du quotient exact de deux nombres p et y, entiers, frac- 
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tionnaires ou décimaux ; par exemple : 


— 2 

10 


sont des rapports. 

Toutes les règles de calcul établies pour les fractions se con- 
servent ici pour les rapports. C’est ainsi que Ton a l’énoncé : 

Un rapport ne cliamic pas (jnand on nniliiplie ou (jiion di- 

xnse à la fois ses deux termes par un même nombre : : i. 

Prenons le cas le plus général en supposant que a, h, c sont des 

fractions ordinaires : a = v, b - : fr,; c = -7 . On a : 

^ P' . ï 

Cl 

« a' a Û' a . 3' 

(i ^ a' • P a' . P 

P' 

et d’autre part : 


a Y ® • ï 

« _ a' ' 7' _ a' • Y ^ • P' ■ ï' ^ a 

b . c P Y ’ P • ï ' a' • Y'- P . Y ~ • P 

P' ■ y P' • ï' 


Ou établirait de même que : 

a 

a c 

b~i 

c 


On démontre par des procédés analogues les propriétés qui 
suivent. 

On peut miilliplicr un rapport par un nombre en multipliant 
son numéraleur par ce nombre, oa encore en divisant son déno- 
minateur par ce nombre : 

a a . c a 

b-c-~b'==l 

c 
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On peuL diviser un rapport par un nombre en divisant son 
numérateur par ce nombre, ou multipliant son dénominateur 
par ce nombre : 


a a 

1) c a 

c b b • c 

Dans la pratique on ramène le plus souvent un rapporta une 
fraction : 

7 

a 7) . lo 9 7 2,34 Î534 3 

:^7 ~ 2 . 3; “ 37 ï ““ 9 3.9 “ 390 “ 5 

10 


39. Proportions. — On appelle proportion régalité de deux 
rapports. Les deux rapports que Ton considère peuvent d’ailleurs 
concerner des grandeurs de natures dÜTércntcs. Prenons deux 
barres de fer : si la première est une fois et demie plus longue et 
une fois et demie plus lourde que Tautre, nous dirons que le 

rapport de leurs longueurs est égal au rapport de leurs poids. 
C’est simplement la constatation d’une égalité numérique qui 

»c réduit ici à De meme : g = -- est une proportion, 

.> 

chaque rapport étant égal à ^ • 

Prenons une proportion sous la forme : ^ les nom- 
bres a, b, c, (l sont les termes de la proportion ; a et d sont les 
extrêmes et fc et c les moyens. 

Nous allons indiquer rapidement les principales propriétés 
des proportions, propriétés qui nous serviront ultérieurement, 
par exemple en Géométrie (Cliap. IV, 240 et suivants). 

Dans toute proportion le produit des extrêmes est égal au 
produit des moyens. 

Si, en effet, on multiplie les deux rapports de la proportion 
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g = ^ par le produit bd des dénominateurs, on trouve ; 
a . b . d c . h . d 

6 ~ d 

ou a . d = b . c. 

Réciproquement, si quatre nombres a, b, c, d sont tels que 
l’on ait : a . (/ = 6 . c, en divisant les deux termes de cette 

égalité par b . d, on en déduit la proportion : | ou : 

a c 

Cl C 

On peut dans une proportion ; g = écJianger entre eux de 
façon quelconque les quatre termes, pourvu que les termes a et d 
soient à la fois les deux extrêmes ou les deux moyens. Prenons 

en effet deux des proportions que l'on peut former — ^ 
de 

g = ^; elles sont identiques, puisqu’elles sont toutes deux équi- 
valentes à régalité a . d = h . c. 

m (I c 

Kemarquons que si dans la proportion et ^ sont des 

grandeurs de meme espèce, il n’en est pas forcément de même 
dans toutes les proportions que l’on peut en déduire. Ceci n’a 

pas lieu, par exemple, pour ^-- ^. Ou convient néanmoins 

d’appeler encore rapports les quotients j, en ne considérant 

que les valeurs numériques de a, b, c, d, abstraction faite des 
grandeurs dont elles représentent les mesures. 


40 , — Si dans une proportion on ajoute à chaque niiméraleai 
son dénomirïaieur, on a encore une proportion. La proportion : 

g = g entraîne en effet : g -h i = ^ 4- 1 , ou — g - — . De 

façon analogue, on peut écrire : m. ^ -f- /i — /n. ^ -f- n ou 

ma ^ nb me -h nd ^ * , a 

g — ^ jj0 meme si m, g est supérieur a //, on 
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peut déduire de la proportion considérée : m, | — n = ni. | — n 

ma — nb me — îid 



Etant donnés deux rapports égaux, on forme an nouveau rap- 
port égal aux deux premiers en ajoutant les numérateurs entre 

eux et les dénominateurs entre eux. De régalitc ^ ^ on dé- 
duit : ^ En efl’et, si dans ces deux proportions on 

échange les extrêmes, ce qui est permis, on a les proportions : 

a-f-c,., ,, , . 

J- — ^ et — ^ ^ — , équivalentes d apres ce qui précédé. 


On établirait de même les proporti^'" 

etc... . 


a a — c ^ a ma -h ne 

b 6 — d* b mb~hnd^ 


Il arrive parfois que, dans une proportion, on connaisse tous 
les termes , sauf Tun d*eux qui s’appelle alors une quatrième 
proportionnelle aux trois autres. Si l’on remarque que cette pro- 
portion revient h a . d = b . c, on voit que chaque termé se 
calcule immédiatement en fonction des trois autres. Si le terme 


inconnu est a, on divise les deux membres de l’égalité par d : 
b . c é f 

Cl = —J - . Si c’est b que l’on cherche, on les divise par c : 



Si les deux moyens sont égaux, dans une proportion comme : 
a b 

J = - , en écrivant que le produit des extrêmes est égal au 


produit des moyens on a : = a . o. On dit que b est moyenne 

propoHionnelle entre a et c. (242) Celte moyenne propor- 
tionnelle est donnée par h = /âTc. 

Il ne faut pas confondre la moyenne proportionnelle de deux 
nombres avec leur moyenne arithmétique qui eSt leur demi- 
somme. On démontre d’ailleurs que la moyenne arithmétique 
est toujours la plus grande des deux. 


41. Grandeurs proportionnelles. — U arrive très souvent 
que deux grandeurs sont liées l’une à l’autre, les valeurs numé- 
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riques prises par chacune d'elles dépendant des valeurs numé- 
riques de Tautre. Par exemple la surface d’un carré dépend de 
la longueur de son côté (263), le temps qu’une pierre met a 
tomber dépend de la hauteur de sa chute (331). La dépendance 
entre les deux grandeurs est parfois assez complexe. Nous re- 
viendrons là-dessus de façon un peu plus précise en Algèbre 
(Chap. YI, 139). Pour le moment, nous nous bornerons à exa- 
miner quelques cas tn^s simples. 

Le prix d’achat d’une pièce d’étofle dépend de sa longueur, 
le prix d’achat d’un champ de sa surface, le poids d'une barre de 
fer de son volume, la distance parcourue par un train du temps 
depuis lequel il marche, etc... 1] y a dans tous ces cas une pro- 
priété commune : si Vane des grandeurs devient 2, 5, A, ... 
fois plus grande (ou plus petite)^ la grandeur qui en dépend 
devient ègalcmenl 2, 3, 4 fois plus grande (ou plus petite). 

Si un mètre d’étofle est vendu 5^5o, un coupon de 7 mètres 
de la meme étoflfe sera vendu 7 fois plus cher, soit 5,5o . 7 
= 38^5o. Si un hectare de terrain vaut 2 4oo francs, 12 hec- 
tares du même terrain vaudront 2.400 X 12 = 28800 francs. 
Si l’on constate qu’un train marchant do façon régulière a mis 
2 heures et demic, soit i5o minutes, pour aller de Paris à Blois, 
pour aller jusqu’à Etampes qui est trois Ibis plus près de Paris 
il mettra 3 fois moins de temps, soit 5o minutes. 

De telles grandeurs sont dites directement proportionnelles, 
ou plus simplement proportionnelles. 


42. — Reprenons l’exemple du train, qui allant de Paris à 
Blois fait 182 kilomètres en i5o minutes. Cherchons le temps 

. . 3 

^dc ce train mettra pour faire une route qui soit les - de la pre- 
3 

mière, soit 182 . = 78 kilomètres. Pour faire le septième de 

.1 5o 

182 kilomètres, il mettra 7 fois moins de temps, soit — mi- 
nutes, et pour faire les 3 septièmes, 3 fois plus de temps que 
pour faire un septième, soit ; i5o . - = 64 minutes environ. 
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On voit que iH'à et i5o sont tous deux multipliés par . On a 


I 182 
donc : ,3- 


182 


lao 


Le raisonnement étant le meme quelque 


soit le chemin parcouru, on voit que le quotient du nombre de 
kilomètres parcourus par le nombre de minutes employées à les 
parcourir a une valeur constante. Le lecteur sait d’ailleurs que 
ce quotient s’appelle la vitesse en kilomètres par minutes du 
train (326). 

Il est aisé de voir que ce raisonnement est général : étant 
données deux r/randeiirs proportionnelles, si «, 6, e, r/,... sont les 
valeurs que prend fune d* elles, les valeurs nutnêriqacs correspon- 
dantes A, IL C, I), ... que prend l'autre sont telles que les quo- 


tients 


A’ Irc’ ü’ 


.. soient tous éqaiix. 


On voit que, dans la |)roportion : y ™ jp a et A ne repré- 


sentent pas des grandeurs de même espèce. Mais il n’en est plus 
ainsi lorsqu’on remplace cette proportion par la proportion équi- 
valente • p- 0*^ ^ ainsi la nouvelle propriélé : si deux 

grandeurs sont propiu'tionnclles, le rappiud de deux valeurs 
quelconques de iune d'elles est égal au rapport des valeurs cor- 
respondantes de l'autre. Si le rapport des longueurs de deux 

coupons d’une même étoile est le ra[)port des prix est aussi 
ce qui revient à dire ici que, si Tun des coupons esl une fois 


et demie plus long que l’aulre, il est une fois et demie plus cher. 


43. — Il arrive parfois que deux grandeurs varient en sens- 
inverse l’une de l’autre, ou, de façon plus précise : .si Tune des 
grandeurs devient 3, 3, 4,... fois plus grande {ou plus pelile)^ 
T autre devient en même temps 3, 3, 't,... fois plus petite {ou pins: 
grande). On dit alors qu’elles sont inversement proportionnelles. 
Le nombre des mètres d’étolïe que l’on peut acheter avec- 
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25 francs est inversement proportionnel au prix du mètre d’étoffe. 
Si le mètre coûte 2^5o, on pourra en avoir lo, mais, si le mètre 
coûte deux fois plus cher, soit 5 francs, on aura seulement 
5 mètres au lieu de lo, soit 2 fois moins. 

De même le temps mis par des ouviers pour faire un travail 
est en général inversement proportionnel au nombre des ou- 
vriers ; le temps mis par une automobile pour parcourir un 
trajet donné est inversement proportionnel à la vitesse à larjuelle 
elle marche, etc... 

Etant données deux (/randcurs Inversement proportionnelles, 
si a, b,c, d,... sont les valeurs que prend l'une d'elles, les valeurs 
numériques correspondantes A, B, (i, D, ... que prend l'autre 
sont telles que les produits a. A ; b. U; e.C; d.D ; ... soient tons 
égaux. 

Dans l’exemple ci-dessus, le produit du nombre de mètres 
d’étoffe achetés, par le prix du mètre doit être 20 francs, quel 
que soit le prix du mètre; c’est donc un nombre constant. Nous 
laissons an lecteur le soin de voir, par un raisonnement ana- 
logue à celui qui a été fait pour les grandeurs proportionnelles, 
que la propriété est générale. 

L’égalité a. A — û.B peut encore s’écrire en divisant par A.b 
les deux membres : ^ , que l’on peut énoncer : 

Etant données deux grandeurs inversement proportionnelles, 
le rapport de deux valeurs quelconques de F une d’elles est égal 
au rapport inverse des valeurs corre,spondantes de l'autre. 

Une grandeur peut dé[)endre à la fols de plusieurs autres et 
être directement proportionnelle à certaines de ces grandeurs 
et inversement proportionnelle à d’autres. Par exemple, le 
temps mis par un piéton pour faire un certain trajet est propor- 
tionnel à la longueur du trajet et inversement proportionnel 
à sa vitesse. Les raisonnements sur de telles grandeurs se 
ramènent à des raisonnements sur les grandeurs directement 
ou inversement proportionnelles. 
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44. Changement d’unitéa. — On a souvent besoin dans la 
pratique (reffecluer un changement d’unité : on a, par exemple, 
à résoudre des problèmes du genre des deux suivants : 

Cond)ien vaut en marks une somme de i V.85, sachant que 
un mark vaut ?. — Quelle est en mètres la longueur d’une 
barre de lcr de .'1 yards et demi, le yard valant ? 

fiCs notions de rapport et de proportion permettent de ré- 
pondre à ces questions. Nous avons vu que le rapport de deux 
grandeurs ne dépend pas du choix de l’unité. Si donc on a 
deux grandeurs A et B dont les mesures soient a et b avec une 

• ' t I 1 f • f . a a' 

certaine unité et ti et b avec une autre unité, c est que : ^ ~ y 

Les mesures de deux (jrandeurs dans des sysièmes d'unité quel- 
conques sont des urandeurs proportionnelles. 

Dans les problèmes qui précèdent, on est ramené à chercher 
une quatrième pro])ortionnelle à trois nombres donnés. Dans 
le premier cas, on a deux sommes de et de I^25, dont 

les valeurs en marks sont a pour la première et i pour la se- 
conde, O étant justement le nombre demandé. On doit avoir la 
1.1,85 a 

proportion : ^ == - “ - a. Donc : 


a — 


i4,85 
1 ,25 


i 485 _ 2t)7 
125 25 


\ 88 . 


Dans le second problème, on a deux barres de longueurs 
3 \ards et demi et î yard, barres dont les longueurs en mètres 

sont a et o"',i)i4. On a : ~ ou en faisant les produits 

des extrêmes et des moyens : a ~ 3,5 x 0,914 = 3i'",99 ou 
32 mèlrcs à un centimètre près. 

Si toutes les unités sont empruntées au système mé- 
trique (46), les problèmes sont plus simples et U suffit de faire 
<ks multiplications ou des divisions par 10, 100, 1 000. Si 
Ton a la capacité d*un récipient en mètres cubes, on en déduit 
sa capacité en litres en multipliant par i 000, car un mètre 
cube contient 1 000 litres ; une longueur donnée en centi- 
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mètres s’exprimera en mètres en divisant par ioo le nombre 
qui la mesure, etc. 

45. Applications. — Les diverses remarques qui précèdent 
sont d’une application fréquente. Nous nous bornerons a traiter 
trois cas très simples. D’ailllcurs le lecteur trouvera en Algt'- 
bre (104) des méthodes beaucoup plus rapides permettant de 
résoudre tous les cas analogues. 

Supposons que, dans une usine, on veuille distribuer entre 
trois employés une gratification de 3 oo francs de faejon que les 
sommes distribuées soient proportionnelles, d’une j)art, aux. 
traitements de ces employés : *2 /|0o francs, 1 5 oo francs et 
1 aoo francs, et, d’autre part, aux temps depuis lesquels ils 
font partie de l’usine : ans 3 mois, 4 «ns et 6 mois, ou, si 
l’on veut, de façon que ces parts soient proportionnelles aux 
sommes déjà gagnées par ces employés. C’est là un problème 
de partages proportionnels. 

On peut le traiter comme il suit : si l’on donne 1 franc de 
gratification par 100 francs de traitement et par année de séjour 

à Tusinc, le premier employé devra avoir | = 5^1 francs, 

le second i 5.4 = 60 francs et le dernier 1 2. ~ r- G francs, soit 

au total 54 -h Go -f- 6 = 120 francs. On en déduit im- 
médiatement que, pour une gratification totale de francs, 

les parts des divers employés sont les == ^ des parts prccé- 

5 . f) pr * 

dentes, soit : 34 .-= i 35 fr. pour le premier, Go.'- -- 100 fr. 

5 

pour le second, et enfin 6.- — i 5 fr. pour le dernier. 

Prenons maintenant un problème de nuHanges. 

Combien faut-il prendre d'eau bouillante pour préparer, par 
addition d’eau froide à lo^, un bain de 200 litres à 37®? 

On sait que pour élever d’un degré la température d’un 
litre d’eau il faut lui fournir une quantité de chaleur d’une 
<( calorie », et que lorsqu’on abaisse d’un degré sa température 
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on lui enlève une calorie. Chaque litre d’eau froide porté à 87^^ 
reçoit donc Sy — 10 — 27 calories et chaque litre d’eau bouil- 
lante porté aussi à 37" perd 100 — 87 = 03 calories. On en 
déduit que 27 litres d’eau bouillante perdront 27.63 calories 
qui précisément permcllronl à 63 litres d’eau froide d’étre por- 
tes à 37". Ün aura ainsi 27 4 - 63 = 90 litres d’eau. Pour pré- 
parer 200 litres d’eau^ il sullira de prendre les ~ de 

200 litres, soit 60 litres d’eau bouillante. 

Dans les problèmes d'inlèrcis, on suppose qu’un capital 
rapporte un intérêt proportionnel a la somme placée et au temps 
pendant lequel elle est placée. On appelle taux la somme rap- 
portée par 100 francs pendant un an, mais il est plus com- 
mode de considérer la somme r rapportée par i franc en un an. 
C’est ainsi c|uc pour une somme placée au taux 3 pour 100 (en 
abrégé 3 7 »»)» on a : v ~ o,o 3 . 

Le lecteur établira sans peine que rintéret I d’un capital G 
placé pendant // années au taux r par franc est, d’après ce qui 
précède, donné par la formule : 

I =: Cnr. 


Cherchons, par exemple, au bout de combien de temps une 
somme de 5 oo francs placée à 3 est doublée. L’intérêt 
annuel est 5 oo.o,o 3 . Il est égal au capital au bout d’un nombre 

cl aunees 5 “,, ^ = 3- = 33 ans 3 , ou 33 ans 4 mois, 
résultat visiblement indépendant de la somme considérée. 


46. Système métrique. — Le système métrique, quoique à 
peu près universellement employé (‘), ne date que de la fin 
du xviii® siècle. II fixe des unités de longueur, de surface, de 
volume, de capacité, de poids et de monnaies. Chaque unité a 


(^ ) bans donner une liste conipiolo, disons qu*il n^est encore que facul- 
tatif dans les pays de langues anglaise ou russe, mais est obligatoire dans la 
plupart dos autres pays civilises. 
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des multiples et des sous-mulliples qui sont lo, loo, tooo,... 
fois plus grands oii plus petits que Tunité principale. 

Un des avantages du système métrique tient juslcmenl à ce 
fait qu*il est basé sur la numération décimale. Il n’en était pas 
de même avec les anciennes mesures : la toise, unité de longueur 
(valant i'",95 environ), était divisée en 5 pieds, le pied 
en i‘2 pouces, le pouce en iü lignes, la ligne en 12 points. De 
même encore en Angleterre le « yard » (o"‘,9i/|) est divisé en 
3 « feet » ou pieds, le pied en 12 n inches » ou pouces, etc... 
Un autre avantage du système métrique, c’est qu’il rend les me- 
sures comparables dans tous les pays : le mot « livre » désignait 
autrefois des poids difl'érents suivant les contrées, poids variant 
de plus de 5oo grammes. 

Nous allons passer en revue les principales unités de mesure 
et indiquer pour chacune d’elles le degré d’approximation que 
comporte son emploi dans la pratique. 

47. — L’unité de longueur est le nii^/re (i mètre) qui est ap- 
proximativement, d’après les mesures de Delambre et Méchain, 
la dix-millionième partie du quart du méridien terrestre, et qui 
est défini de façon rigoureuse comme la longueur de l’étalon 
déposé au Bureau international des Poids et Mesures a Sèvres 
(près de Paris). On en a fait pour divers pays des copies qui 
sont les étalons légaux. 

Ses multiples et sous-mul tiples sont le kilomètre ( 1 = 1 000'") , 

Y hectomètre = 100*"), le décamètre =:= 10'“), le déci- 

mètre ou dixième de mètre (p^™ = o”\i), le cenlimètre ou cen- 
tième de mètre (i"^*” = o”‘,oi), le millimètre ou millième de 
mètre (i“‘"' = o*",ooi), le /jl (mû) ou millionième de mètre 
(ip. = O"*, 000001). 

Le kilomètre et riiectoraètrc servent à mesurer les routes. 
Ces mesures se font pratiquement a 10 mètres ou 100 mètres 
près pour plusieurs kilomètres, et à i mètre près pour quelques 
hectomètres. La plus grande unité réalisée est le décamètre, 
sous forme de chaîne d'arpenteur ou de décamètre à ruban. 
Les mesures se font alors à i décimètre près. 



62 


ARITHMÉTlQré 


Les étoffes sc mesurent avec des double-mètres, des mètres 
ou des demi-mètres en bois, ou avec un mètre à ruban. On se 
contente du centimètre comme approximation. C’est avec la 
même précision que les menuisiers, entrepreneurs, maçons,... 
font le 0 métré » d’un appartement ou dressept le plan d’une 
maison. Ils utilisent, en plus du mètre à ruban, des mètres 
pliants en bois, cuivre ou aluminium. 

L’ingénieur pour ses machines, le géographe pour ses cartes, 
utilisent de prctércnce le décimètre ou le double-décimètre en 
bois, os, ou cuivre, avec des divisions en millimètres ou même 
en demi-mil lirnètres. 

En Physique ou en Histoire Naturelle, on mesure parfois de 
1 res petites longueurs inferieures au a. Par contre, en Astro- 
nomie, on a besoin d’évaluer les distances de millions de kilo- 
mètres : on emploie souvent comme unité de longueur soit 
le rayon de la terre, soit la distance de la terre au soleil, soit 
enfin la distance de liooooo kilomètres que parcourt la lu- 
mière en une seconde. Dire que le soleil esté 8 minutes de la 
terre, c’est dire de façon abrégée que la lumière met 8 minutes 
pour aller du soleil à la terre et que par suite leur distance est 
approximativement 8 . 6 o . 3 ooooo = i 4 /toooooo^"‘. 

48. — Les aires, ou surfaces, et les volumes ne se mesurent 
pas par comparaison avec un étalon. On se borne à mesurer 
certaines longueurs pour pouvoir en déduire par le calcul la 
surface ou le volume cherchés. xNous verrons en Géométrie 
(261 et suivants) comment on peut faire de tels calculs. L’unité 
de surface est le mètre carré (1*“^) ou surface du carré qui a 
I mètre de coté, et l’unité de volume le mètre cube (i"**) ou> 
volume .du cube qui a i mètre de côté. On démontre (263) que, 
si le côlé d’un carré devient 10, 100, i 000,... fois plus grand 
ou plus petit, sa surface devient 100, 10000, r 000000,... de 
fois plus grande ou plus petite. Par exemple, le kihmèire carré 
vaut I 000000 de mètres carrés = i 000000'"*), le mètre 
carré vaut 10000 centimètres carrés (i*"^ = 10000**“*). De 
meme si le côté d’un cube devient 10, 100,... fois plus grand ou 
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plus petit, son volume de>rciU i ooo, i oooooo,... de fois plus 
grand ou plus petit ( 276 ). Un mètre cube vaut i ooo décimètres 
cubes (t“'^ = I ooo*^'”^), etc. 

Pour évaluer la surface d*iin champ, on emploie souvent 
Yare qui vaut loo mètres carrés (1“ = ioo“**), Yhectarc qui 
vaut 100 ares (i’’” = ioo“), et le centiare qui vaut un centième 
d*are ou un mètre carré (i *“ = o%oi = Pour évaluer le 
volume des bois de chauffage, on utilise le stère qui vaut 
un mètre cube, et quelquefois le décastère qui vaut 10 slcrcs. 

Le kilomètre carré sert à évaluer la surface d’un pays, Thec- 
lare, Tare et le centiare celle des petites étendues de terrain. 
L’approximation ne dépasse jamais le centiare. Le mètre carré 
est employé par les peintres, maçons, parqueteurs ; le centi- 
mètre carré sert aux dessinateurs pour les petites surfaces. 

Le mètre cube s’emploie dans les mesures de terrassements 
ou de matériaux de construction. Pour les petits volumes on 
prend le centimètre cube. 

\g, — Pour des mesures de liquides ou do graines on ne 
peut pas opérer comme pour des solides à formes géométriques. 
On a réalisé des mesures effeclives de capacité, dont la princi- 
pale est le litre qui équivaut au décimètre cube (’) (1^ i'‘‘“ ). 

Ses multiples et sous-multiples sont Vhectolitre (i''‘ — 100^), le 
décalitre == 10'), le décilitre --- obi), le centilitre 

^ l'J = oboi). Il faut remarquer que le mètre cube vaut 10 hec- 
tolitres et que le centilitre vaut 10 centimètres cubes. Pour le 
vin, l’alcoolj on se sert de litres en verre, ou de diverses me- 
sures en étain, ayant la ioruie de cylindres deux fois plus 
hauts que larges; pour les graines, ou autres matières seclies, 
de cylindres en bois de hauteur égale au diamètre. 1 ouïes ces 


(q En réalité le litre correspond au volume occupé dans des conditions 
bien définies par d’eau distillée. Le kilogramme cUnl défini d’autre 
part par comparaison avec un étalon, il n y a pas identité complète entre 
Les doux déaiiilioi». Au point de vue pratique, la différence enlie le litre 
et le décimètre cube est négligeable. 
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mesures se font à i décalitre près. LTicctolltre s’emploie pour 
les charbons, les liquides en gros, les légumes secs, etc... 

L’unité de poids est le kilogramme ou poids de l’étalon 
déposé au Bureau international des Poids et Mesures. C’est à peu 
près le poids d’un décimètre cube d eau distillée. La millième 
partie du kilogramme est le granime{i^"). Ses multiples et sous- 
multiples sonl y }iecloriramtne loo^), le décar/ramme 

I , le dtriijraiumc ( i 0% i ) , Je centifjramme = 0^,0 1 ) , 
\o miliujramnie = 0^,001). Signalons encore la tonne 

(1 000’*^') et lc<ya//i/a/(ioo''^') qiiiservent pour les grosses pesées : 
Avagons, machines, fourrages, charbons en gros, etc... L’ap- 
proximation de telles pesées ne dépasse jamais le kilogramme. 
Les plus gros poids réalisés dans le commerce sont des poids de 
50 kilogrammes et de \>.o kilogrammes, en fonte, de forme rectan- 
gulaire. Il y a des poids plus petits en fonte et de forme hexago- 
nale, ou cylindriques et en laiton, avec lesquels on fait suivant 
les cas des pesées à 10 grammes ou 1 gramme près. Enfin les 
pharmaciens et les chimistes emploient des petits poids formés 
de lamelles de laiton, aluminium, nickel, argent ou platine qui 
vont du demi- gramme au milligramme. 

Les pesées se font avec des balances de formes très variées : 
balances dos pharmaciens, balance Roberval, etc... ou même 
des instruments gradués une fois pour toutes et dans lesquels on 
n’utilise pas de poids marqués ; pèse-lettres, pesons à ressort, 
balance romaine, ponts à bascule, etc... 

On appelle densité D d’un corps le rapport du poids P de ce 
corps au poids d’un égal volume d’eau Y. On a donc P = VD 
et il suffit de connaître deux de ces quantités pour avoir la troi 
sième. 

50 . — L’unité de monnaie est le franc (i^) ; il a deux sous- 
multiples : le décime (o^i) et surtout le centime (o^oi). Dans 
le commerce, on emploie des billets de banque de valeur con- 
ventionnelle : I 000, 5 oo, 100, 5 o francs suivant le cas, et des 
pièces, dont les plus usuelles sont des pièces d’or de 20 francs 
et 10 francs : louis et demi louis ; des pièces d’argent de 
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5 francs, 2 francs, i franc, o^ 5 o; une pièce en nickel de <^25 
et enfin des pièces de cuivre de o^lo et o^o 5 (50a.) 

Les pièces d’or contiennent 900 grammes d or pour 100 
grammes de cuivre. Le gramme d'or monnayé vaut 3 ‘, 10. 

Les pièces de 5 francs en argent contiennent 900 grammes 
d’argent pour 100 grammes de cuivre ; les autres pièces d’ar- 
gent contiennent 835 grammes d’argent pour i 65 grammes de 
cuivre. Une pièce de un franc en argent pèse 5 grammes. 

La pièce de 0^,25 est en nickel pur et pèse 7 grammes. 

Les pièces dites de cuivre ou billon contiennent gS parties de 
cuivre, 4 d’étain et 1 de zinc. La pièce de o^o 5 pèse 5 grammes 
et a un diamètre de 25 millimètres. 

51. Système G. G. S. — Nous allons donner quelques in- 
dications rapides sur le système d’unités employé par les phy- 
siciens pour rendre comparables les mesures. 11 est dérivé du 
système métrique et comprend trois unités fondamentales à 
l’aide desquelles, on définit toutes les autres. Ce sont le centi^ 
mètre, le gramme, et la seconde; les trois initiales C, G, S ont 
donné son nom au système. Le centimètre est la centième par- 
tie du mètre-étalon. Le gramme, ou millième partie du 
kilogramme étalon, est ici une unité de masse et non de poids. 
Cette distinction, sur laquelle nous ne pouvons insister ici, est 
très importante en théorie et suffirait à elle seule à différencier 
profondément les deux systèmes. Quant à l’imité de temps nous 
en reparlerons en Cinématique (324). 

Ces unités n’ont ni multiples ni sous-multiples. Tout résultat 
s’exprime en unités C. G. S. Aussi certains nombres sont-ils 
très grands ou très petits : la distance du soleil à la terre 
(i5o millions de kilomètres) est ici : 

1 5 o 000 000 000 00 C. G. S, 

De même, les molécules d’hydrogène ont approximative- 
ment, croit-on, une masse de : 

0,000000000000000000000001 C. 'G. S. 

A. Saiate-Laguü. 


5 
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On évite ces grands nombres en introduisant des puissances 
de 10 ; la distance du soleil à la terre s’écrit i ,5 X io“ G. G. 6, 

la masse de la molécule d’hydrogène : G. G. S où encore 

avec une notation commode ; lo"^* G. G. S. (90). 


Exercices. - 58. 59, 60. 61, 62, 63. 64, 65, 66. 67, 68, 69, 

70, 71, 72, 78, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 
86,87.88, 91, 92, 144, 145, 146, 147, 346, 849, 350, 351,353, 
896, 897, 478, 474, 476, 476, 477, 479, 491. 
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ERREURS - CALCULS NUMÉRIQUES 


52 Erreur absolue. — Quand on mesure une longueur, le 
résultat trouvé n’est habituellement pas représenté par un 
nombre exact de mètres ni meme de centimètres. De plus, si 
l’on recommence plusieurs Ibis de suite celle meme mesure, 
on ne trouve pas tout-à-fait le meme résultat à chacjue opéra- 
tion. 11 en c&t de meme dans levaluation d’une grandeur quel- 
conque. Les erreurs ainsi commises sont classées parfois en 
erreurs systématiques ou évitables, qui proviennent par exemple 
d’un vice de construction de l’appareil de mesure (mètre trop 
court, balance à bras inégaux, litre trop grand,...), et en 
erreurs accidentelles y qui sont inévitables et se reconnaissent a 
ce caractère qu’elles donnent indifféremment des résultats trop 
grands ou trop petits. 

Mais, au point de vue qui nous occupe, cette distinction est 
peu importante. Il nous sullit de savoir qu en ellectuaiit une 
mesure le résultat est entaché d’une erreur, dite erreur abso- 
lue y qui est la différence entre la valeur exacte que 1 on auiait 
dû trouver et celle que l’on a trouvée. Habituellement on ne 
connaît pas cette erreur commise ; on sait simplement qu elle 
est inférieure à une certaine quantité appelée lumle sapérieuie 
de terreur commise. Une longueur de /r“,95 sera dite 
connue è i décimètre près si l’on sait que 1 erreur commise 
est au plus égale è i décimètre. On ne sait pas pour cela si 
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4™, 95 esl trop grand ou trop petit. La longueur exacte est com- 
pn.se entre 4"‘,8r) et 5”,o5. La première valeur est dite appro- 
chée par défaut et la seconde par excès. 

On considère parfois, suivant le sens de l’approximation, les 
erreurs comme positives ou négatives (65). Si 4"‘.95 est le 
nombre trouve cl e l'erreur absolue, 4,95 c esl la valeur 
exacte, quel que soit le signe de e. 

Parfois, bien que la valeur exacte d'un nombre soit connue, 
on préfère prendre une valeur inexacte, mais plus simple. C’est 
ainsi que l’on prend souvent pour le nombre (262) la valeur 
3,1 4, bien que l’on sache que les chiffres qui suivent le 4 sont: 

I, 5, 9, 2, ... Ici l’erreur absolue est inférieure à 

53 Erreurs relatives. — Les erreurs commises ne sont pas 
toujours du même ordre de grandeur : si un chimiste pèse 
3 centigrammes d'un corps à i milligramme près et que d’autre 
])art un wagon de 12 tonnes soit pesé à 10 kilogrammes 

près, l’erreur commise est dans le premier cas g*- du poids con- 
sidéré et dans le second ou - du poids du wagon. La 

J Jl \r\9\j k 

seconde mesure est donc beaucoup plus précise que la pre- 
mière : il est, de même, plus précis de mesurer 100 kilomètres 
à un mètre près que ï mètre à un centimètre près. On appelle 
erreur relatire d’une mesure le rapport de l’erreur absolue au 
résultat de la mesure. Il est essentiel de remarquer que l'erreur 
relative esl uu rapport ; elle nous renseigne sur le degré de pré- 
cision de la mesure et nous permet ainsi de comparer des opé- 
rations portant sur des grandeurs différentes. Cette notion est 
complètement distincte, comme on le voit, de celle d’erreur 
absolue et il faut bien se garder de les confondre. 

Supposons encore que deux résultats de mesure soient expri- 
més respectivement par les nombres 428,768 et 0,078, les 
erreurs absolues commises dans les deux cas étant inférieures 

à • Il résulte de ce qui précède que les erreurs relatives 
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sont noanmoins très différentes : on peut prendre dans le pre- 
mier cas comme limite supérieure de celte erreur ' 

— r; : dans le second cas ^^*— 7 = 7 - . On voit que ler- 

reur absolue est d’autant plus petite qu’il y a plus de chiffres 
décimaux conservés, et rerreur relative qu’il y a plus de chiffres 
significatifs (55). 

54. — Cette distinction entre chiffres décimaux et chilTrcs 
significatifs est fondamentale dans rétiidc des erreurs. Elle 
permet, en lisant le résultat d une mesure, d’elre renseigné 
immédiatement sur son erreur absolue en notant la place de la 
virgule, et surtout sur son erreur relative, c’est-à-dire sur le 
degré de précision de la mesure, en comptant le nombre total 
de chiffres. 

Il est essentiel en pratique de ne pas garder de chiffres 
inexacts ; si, par exemple, dans une pesée, on trouve 3 ‘*<^, 78 oii^i, 
et que la balance ne permette de répondre que du double déci- 
gramme, il est inutile de conserver les deux derniers chiffres 
qui n'ont aucune valeur et donneraient une idée fausse de la 
précision de la mesure. Le nombre exact étant compris entre 
3,78024 — 0,0002 et 3,78024-1-0,0002 ou 3,78004 et 3 , 78044 , 
on prendra 3,780. Au point de vue pratique, il n’est pas indif- 
férent d’écrire 3,780 ou 3,78 bien que ces deux nombres soient 
égaux, car le premier correspond à une mesure plus précise 
que le second. 

Nous avons indiqué sommairement (46 et suivants) quelles 
étaient les précisions des mesures les plus usuelles de longueur, 
volume, poids, etc... Ajoutons ici que, pour les usages courants 
du commerce et de l’industrie, il suffit de 3 ou 4 chiffres signi- 
ficatifs (quelquefois 5 dans le cas des pesées.) Il est donc inutile 
comme on le fait trop souvent de garder un très grand nombre 
de chiffres pour exprimer le résultat d'une mesure. 

55. — Lorsqu'on se borne à garder dans le résultat d'une me- 
sure un certain nombre de chiffres décimaux, on augmente 
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<l*unc imite le dernier chiffre conservé, lorsque le premier 
chiffre supprime est 5 , (>, 7,8 ou 9. Le nombre 3 ,i 4 i 5926 (*).,^ 
( 262 ) s’écrira avec 3 chiffres décimaux 3,i/|2; avec 4 chiffres 
décimaux 3 ,i 4 i 6 . La justification de ce procédé est immédiate 
si Ton remarque que les erreurs absolues commises en prenant 
3 ,i 4 i 5 et 4 ,i 4 ib ^ont dans les deux cas : 0,000092 ... 
et 0,000 007 . . . Nous dirons que 3 , 1 4 1 0 est la valeur de 7 i avec 
4 chiffres décimaux exacts. De façon plus précise, nous dirons 
qu*«/i nombre N a n chiffres déciniaux exacts lorsque terreur 
absolue avec laquelle il est connu est inférieure à une demi-unilé 

(la dernier ordre conservé, cestà^dire à — ^ 

Inversement, si un nombre N est connu avec une erreur abso- 
lue inférieure à , les n — i premiers chiffres décimaux sont 
exacts (et non pas en général les n premiers.) Prenons en effet 
423,768 supposé connu à près. Le nombre exact est com- 
pris entre 423,768 et 423,778; on ne peut donc pas garder le 
chiffre des centièmes, et Ton se borne à celui des dixièmes: 
4 * 23 , 8 , en forçant le dernier chiffre conservé. 

On passe des erreurs absolues aux erreurs relatives en remar- 
quant que rerreur relative est le rapport de l'eixeur absolue au 
nombre ( 53 ). Le lecteur en déduira sans peine les deux résul- 
tats suivants que nous nous bornons à énoncer : si un nombre 
N a n chiffres siqnificaiifs exacts, terreur relative avec la- 

(/uelle il est connu est inférieure à ^ — SI un nombre N 


(i) Dans toutes les iaUes numériques de la fin du volume comportant des 
résultats approchés, lo dcniier chiiTre est muni d'une astérisque s’il cor- 
respond à une valeur approchée par excès. C'est ainsi que 3, i4 16* est 
un nombre compris entre 3,i4i5,'> et 3,i4iO. Sans insister davantage là- 
dessus, faisons rcmaiT|uer que l'erreur commise est toujours inférieure à 


•J d’unité du dernier ordre conservé, pourv u que Ton diminue le nombre 


de I de celte unité dans le cas où il est suivi d'une astérisque et qu'or 
l’augmente de 7 dans le cas coatraiixî. 

4 
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est connu avec une erreur relative inférieure à les n — i 

premiers chiffres significatifs de N sont exacts (et non pas en 
général les n premiers.) 

56. Opérations sur les nombres approchés. — Dans la 
pratique de rarithm étique, on emploie presque toujours, comme 
nous venons de le A’^oir, des nombres légèrement inexacts. On 
peut se demander quelle est Tinlluence de pareilles erreurs sur 
les résultats du calcul. Il y a deux problèmes à résoudre : con- 
naissant les erreurs commises sur chacune des données, quelle est 
V erreur commise sur le résultat ? et inversement, connaissant 
l approximation dont on a besoin pour un résultat, avec quelles 
approximations faut-il avoir les données ? Ces problèmes sont 
parfois très compliqués et Ton ne peut guère en donner de solu- 
tion générale. Nous nous bornerons à examiner les cas les plus 
élémentaires : addition, soustraction, multiplication, division, ... 
Soit à effectuer Taddition : 

3,93 

0,027,356 

18,172 

dans laquelle tous les chiffres écrits sont supposés exacts. On 
ne peut pas répondre du millième dans le total puisque le chiffre 
des millièmes du premier nombre n’est pas connu. Il sullira 
donc de poser l’addition comme il suit : 

3,93 

o,o 3 

18,17 

22,1 3 

On a forcé comme on le voit le dernier chiffre conservé 2 dans 
0,027356 à cause du suivant qui est 7. L’erreur absolue com- 
mise est ici inférieure à ~ pour chacun des trois nombres, et 

par suite pour le total elle est inférieure à — ou encore à — . Le 
* 200 10 
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résultat est donc ici : 22 , le dernier chiffre i n’étant pas forcé- 
ment exact, au sens rigoureux du mot (65). On ne tient aucup 
compte des erreurs relatives, qui sont notablement différentes, 
le second nombre étant beaucoup plus précis que le premier. 

Le raisonnement s'applique toutes les fois qu'il y a moins de 
vingt nombres à additionner, ce qui est le cas le plus fréquent. 
Donc : si ton n n chijfres décimaux exacts dans chaque terme 
d'une addition^ on qarde n — i chiffres décimaux au total; si 
t on veut garder n chiffres décimaux au total, on en conservera 
n -h I dans chaque terme. Les chiffres obtenus sont d'ailleurs 
exacts au sens précis du mot. dans le cas où l'on a seulement 
deux termes à additionner. En pratique, les erreurs soumises 
étant tantôt par défaut et tantôt par excès, il y a une certaine 
compensation, et l'on a des résultats plus exacts que ne peut le 
faire prévoir la théorie générale (*). 

On a les memes règles dans le cas de la soustraction. Remar- 
quons ici que l’on est toujours dans le cas où il n'y a que deux 
nombres a considérer. 

67. — Soit maintenant à multiplier l'un par l’autre deux 
nombres approchés a et 6. Si a est l'erreur relative commise 
sur rt, aa est l'erreur absolue (63), et, en supposant a approché 
par défaut, la valeur exacte de ce facteur est a H- aa. Avec la 
meme hypothèse et une notation analogue, la valeur exacte du 
second facteur est h -i- ^h. Le produit exact est non pas ab, 
mais (6) : 

(a-{-aa)(b-i-^h)=:>{a + cfa)b-h(a-h7a)^b=ab-haboL -h ab^ -h aboL^. 

L'erreur absolue commise en prenant ab pour produit est 
aboL -f- a6|3 4- afcajS ou a6(a -f- ]S H- a/5). L'erreur relative est 

(>) Lorsqu'on veut tenir compte des astérisques qui indiquent si le nom- 
bre est ou non approché par excès (66), on peut ajouter ^ d’unité du 
dernier ordre conservé pour chaque nombre n’ayant pas d’astérisque et re> 
trancher pour chacun des autres ^ d’unité. On ne garde d’ailleurs comme 
correction finale qu’un nombre entier d’unités. 
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alors a - 4 - /3 -h ajS. Mais a et ]S étant très petits, est négli- 
geable devant a ou p : si par exemple a = p = , ap 

est seulement égal à ~ — - — . L'erreur relative commise sur 

le produit est donc approximativement a -f- p. Elle sera meme 
en général inférieure à a 4- p, car a et p sont le plus souvent 
des limites très supérieures des erreurs commises. Donc (à de 
rares exceptions près) terreur relative du produit de deux /lo/n- 
bres est au plus égale à la somme des erreurs relatives de ces 
nombres. 

Nous avons supposé les deux nombres approches par défaut. 
Les résultats seraient analogues s'ils étaient tous deux approchés 
par excès. Si les deux approximations sont de sens conlraire, 
Terreur relative du produit sera sensiblement la dilTércnce des 
erreurs relatives des facteurs et sera par suite inférieure à lu 
somme de ces deux erreurs, ce qui permet de garder encore 
Ténoncé qui précède. 

Si lés deux facteurs a et 6 ont chacun n chiffres significatifs 
exacts et n seulement, les erreurs relatives sont inférieures à 

- — î l’erreur relative du produit est inférieure à — li-i , et 

l’on n'est pas certain d'avoir n chiffres exacts, mais seulement 
n — 2 . On en déduit que : si l'on a n chiffres significatifs exacts 
dans chaque facteur d'un produit, on en a n 4 - 2 au produit, 
— Si l'on veut avoir n chiffres significatifs exacts au produit, il 
faut en prendre n 4- 2 dans chaque facteur, 

58. — Il faut bien remarquer que, dans les énoncés relatifs 
à la multiplication, il s’agit d'erreurs relatives et de chiffres 
significatifs exacts, tandis que, pour Taddition, il s’agit d’erreurs 
absolues et de chiffres décimaux. 

Les résultats sont exactement les mêmes pour la division que 
pour la multiplication : si q est le quotient de la division de a 
par h, on a a = 6 . ^ ; Terreur relative commise sur a est, 
comme on Ta vu, la somme ou la différence des erreurs relatives 
commises sur b Qiq \ par suite Terreur relative commise sur q 



ARITUHÉTIQUE 


est la différence ou la somme des erreurs commises sur a et fc, 
mais en tous cas au plus égale à la somme de ces deux erreurs 
relatives. On peut établir ce résultat de façon beaucoup plus 
rigoureuse par des calculs analogues h ceux qui ont été faits 
dans le cas de la multi|)lication, mais nous ne les donnerons pas. 

Si un nombre b est la racine carrée d’un autre nombre a, a 
est inversement le carré de fc; Terreur relative commise sur a 
est le double de Terreur commise sur />, cela permet aisément 
de résoudre les problèmes relatifs aux erreurs, pour de telles 
opérations. 

En général, pour des calculs comprenant une longue suite 
d’additions, de multiplications, etc., Tapplication systématique 
des réglés qui précèdent devient rapidement très compliquée. 
Nous reviendrons plus loin sur celte question (62) pour donner 
quelques conseils pratiques. 

59. Calculs abrégés. — Nous avons dit qu’il était inutile 
de garder, pour le résultat d’un calcul, plus de chiffres que n’en 
comporte la précision des données. Si Ton cherche le côté d’un 
champ carré de de surface, il ne faut évidemment pas 

extraire la racine carrée de 8/4,95 avec ii>. on i5 chiffres déci- 
maux. De meme encore, le tiers de i/" dans la |)ratiquc est 
ou parfois mais jamais ü"*, 33333 o 33 o. On peut 

profiter de cette remarque pour abréger les opérations habi- 
tuelles de Tarithmétique en se bornant aux chiffres utiles pour 
la précision que doit avoir le résultat. 

Nous ne parlerons pas de l’addition ou de la soustraction 
abrégées, car nous avons déjà vu (5©) quels étaient les chiffres 
qu il fallait conserver dans ces opéi'ations, et quels étaient ceux 
qu’il était inutile de recopier. 

La question est plus complexe dans le cas de la multiplication. 
Supposons que nous voulions convertir en mètres une longueur 
de 23 yards .^75, la valeur légale du w yard » anglais étant 
o"\ 9 1/438348. 11 faut multiplier ces deux nombres Tun par 
Tautie. Nous avons fait ci-dessous l’opération comme d’habi- 
tude, puis à côté, nous avons refait cette multiplication en dis- 
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posant les chiffres du multiplicateur et par suite les produits 
partiels dans l’ordre inverse. 

Le lecteur verra immédiatement que les deux procédés sont 
presque identiques et conduisent forcément au même résultat 


23,475 ! 
0.9 

1438348 

■23,475 
84383 4t9.« 



1^7800 

21 127 5 



95900 

234 7 

5 


70425 

9-5 9 

00 

18 

7800 

7 t» 

425 

7« 

425 

1 8 

7800 


00 


70.425 

2347 

5 


95900 

21 1275 



j ‘18*7800 

2 1 , 465 1 

5219500 

21.465 I 

5219500 


Le nombre de yards ayant 5 chilTres sîj^nlficalifs exacts, il 
faudra en garder 5 au plus pour le nombre de mètres (en réalité, 
on n’est même pas certain do rexactitude du cinquième chiirro). 
INons allons donc abréger Taddilion des produits partiels en 
n’effectuant que l’addition des nombres placés dans chacune 
des deux opérations à gauche du trait vertical. Ayant pris ainsi 
6 chiffres significatifs au total : nous dirons quota 

réponse est 21 "*, 465. 

La deuxième façon de disposer tes calculs présente sur la 
première l’avantage (le commencer par les produits partiels les 
plus importants et de mieux montrer par suite 
quels sont les chiffres que l’on peut négliger. Aussi ^ 

est-ce cette disposition que Ton adopte, mais en 2 Î ~ 1 2 

se dispensant d’écrire les chiffres à droite du trait ., 3 ^ r 

vertical. Pour cela on procède comme il suit : on 9*1 9 

écrit le chifire o des unités du multiplicateur un ^ ^ 

rang à droite du chiffre 5 du multiplicande qui — 

correspond à l’approximation que Ton veut ob- 
tenir. La limitation des produits partiels à leur partie utile 
s’obtient en prenant des multiplicandes de plus en plus réduits : 
pour le produit par 9 , on prend 23,475; pour i, on barre le 
5 devenu inutile et l’on gaide 23,47 î barre le 7 et 


21,465 1 
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l'on prend 23 , 4 ; etc... 11 est bon d'ailleurs de tenir compte 
du chilTrc que Ton vient de barrer pour les retenues : par 
ejicmple, on dira pour le produit de 23,4 par 4 4 fois 7 font 

28, je retiens 3 ; f\ fois 4 font 16 et 3 de retenue, 19 ; ... 

On voit ainsi que les deux derniers chiffres du multiplicateur 
sont inutiles, et que les produits partiels correspondants n'inter- 
viennent pas. Le produit trouvé étant 21,4002, on supprime le 
a et l'on garde 21'“, 405 . 

Ce procédé de calcul, du h Ouglitred, ne demande que peu 
d'apprentissage et est très avantageux ; il suffit pour s’en con- 
vaincre de comparer une opération abrégée avec celle que donne 
la régie classique. 


60 . — On procède de façon analogue dans le cas de la divi- 
sion : supposons que l'on ait à chercher combien 173*^"', 507.. 
font de milles marins, le mille valant i 852 métrés; il faut di- 
viser le premier nombre par le second. L’opération s’elfecUie 
comme il suit. 

On prend au dividende juste assez de chiffres pour avoir le 
premier chiffre du quotient, soit ici 173,57. On effectue la divi- 
sion en supprimant après la formation de chaque produit partiel 
le dernier chiffre du diviseur précédent ; à la lin de l'opération, 
le diviseur est ainsi réduit à ion premier chiffre de gauche : 


173.57 

1,852 

173,57 

1 .852 

iC(> 68 

93.721 

6 89 

93,7' 

6 ÎI9 


1 33 

3 

l 


5 56 






1 3 o 

3 




9, 

i 





Dans la première opération nous avons transcrit tous les pro- 
duits partiels : i 852 X 9 = 16668 ; i 85 X 3 = 556 en tenant 
compte de la retenue due au chiffre 2 que l’on vient de sup- 
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primer an diviseur, etc... Le quotient est 93,71, mais on ne 
garde que 98,7. 

Pour justifier ce procédé de calcul, il suffit de montrer que 
le produit de i8.52 par 98,71 redonne 17857. EfTectuons ce 
produit par ta règle d’Oughtred, en remarquant que les produits 
partiels sont précisément 16668 ; 556 ; .. déjà calculés. 

On voit que, pour avoir le reste de la division , reste 
Î"3 q qui ici est i, on peut retrancher successivement ces 
divers produits partiels de 17857, au lieu de faire 

556 d’abord leur somme pour ensuite la retrancher de ce 
nombre : or ce sont ces soustractions successives qui 
— ont été précisément faites dans le courant de la division 
^ abrégée. En pratique, on emploie d'ailleurs la seconde 
forme de calcul mise plus haut en supprimant l’écriture de ces 
produis partiels. 

Le lecteur pourra effectuer la division par la méthode clas- 
sique pour comparer la longueur des calculs. 


61 . Conseils pratiques. — Il peut arriver que l’on ait à faire 
plusieurs multiplications dans lesquelles l’un des facteurs est 
constamment le même. Par exemple, sachant qu’un litre de 
mercure pèse i3'‘®,596, on peut demander les poids de divers 
volumes de ce métal. Il est commode alors de 
dresser comme ci-contre la liste des 10 premiers 
multiples de 18,596. 

La deuxième ligne s’obtient en doublant le nom- 
bre de la première ; la troisième par addition des 
lignes 1 et 2 ; la ligne 4 en doublant la ligne 2 ; 
la ligne 5 avec 2 et 3 ; la ligne 6 en doublant 3 ; 
la ligne 7 avec 8 et 4 : la ligne 8 en doublant 4» j 
et enfin la ligne 9 avec 4 et 5. Il est bon de véri- 
fier que l’addition des nombres des lignes i et 9 donne bien 
135,960, c’est-à-dire 10 fois 18,596. 

L’usage de ce tableau est immédiat. Cherchons par exem- 


1 i3,5<)6 

2 27,192 

3 40.788 

4 54,384 

5 67,980 

6 81,576 

7 95.172 

8 108,768 

9 122 364 
O 135,960- 
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pic le poids de sSÔ’Cjo de mercure. On effeclue Taddition sui- 
vante : 


poids de 20 * 

271 ** 


)* » 3 

4t> 

.79 

J) >) 0,6 

8 


» » 07 

0 

.95 

a n (>,ooS 

0 

.07 

poids total 

3a i 

,8i) 


Le poids cherché est à un hectogramme près ; 52 i‘'«V 9 - Le lec- 
teur verra sans j)eine l’analogie de ce procédé avec la réglé 
d’Üughtred ( 59 ). 

Si, de même, il faut cflTcctucr plusieurs divisions avec un 

même diviseur a, on fait des multlplicatiaas par “ en dressant 

au préalalïle la liste des multiples de ce nombre. Au lieu de 
diviser uii nombre par 7: ~ 3 , 1 4 1 oQLih. ., on le ninUiplie par 

I — 0,3183098.. (en pralique o, 3 i 83 ). Au lieu de diviser un 

nouibre par \/n — i,4i/|.., on le multiplie par 






au lieu de le diviser par = 1,732.. on le multi2>lie par 
} — ^ même encore ridentite 

.. 

y/a — \^b Cl — 6 


v:i 


que nous laissons au lecteur le soin de vériPter, montre qu'au 
lieu de diviser un nombre par v'a — y b on peut le multiplier par 
y/â diviser le résultat par a — b. H est d’ailleurs 

facile de s'assurer que cette seconde méthode est beaucoup plus 
rapide que la première. On a par exemple : 


v/:i 



v/,ï -f— V^2 

-y—— 


= v'3 -h ^2 =i,i46.-. 


Disons encore au sujet de la multiplication qu'il est bon de 
savoir par cœur tous les produits de deux facteurs pour lesquels 
le résultat est inférieur à loo. 
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^ oici la liste de ceux qui sont les plus difficiles à retenir : 


2 . 

i 5 = 

3 o 

2 

. 46 

=92 

3 . 

29 

= 87 

5 . 

16 = 80 

2 . 

16 = 

32 

2 

• 47 

== 94 




5 . 

17 = 85 

2 • 

17 = 

34 

2 

• 48 

= 9 & 

4 

i 3 

= 52 

5 . 

1 8 = 90 

2 . 

18 = 

36 

2 

. 49 

= 9 « 

4 


= 58 

5 . 

19 = 95 

2 . 

19 = 

38 




/» 

i 5 

= Oo 




a 5 = 

5 o 

3 

. i 4 

= 42 

4 

16 

=:G 4 

G . 

12=72 

2 . 

26 =:r 

52 

3 

. i 5 

= 45 

4 

17 

= G8 

G . 

i 3 = 78 

2 . 

27 = 

54 

3 

. 16 

= 48 

4 

18 

= 72 

6 . 

i 4 ==84 

2 . 

28 = 

56 

3 

• 17 

= 5 i 

4 

19 

==76 

G . 

i 5 == 90 

2 . 

29 = 

58 

3 

. 18 

= 34 

4 

2 3 

92 

G . 

16 = 96 

2 . 


70 

3 

• »9 

= 57 

4 

24 

= 96 



2 . 

:i6 == 

72 

3 

• 24 

= 72 




7 • 

12 = 84 

2 . 

•37 = 

74 

3 

. 25 

= 75 

5 

12 

= 60 

7 • 

i 3 = 91 

2 . 

38 r:= 

76 

3 

. 26 

.= 78 

5 

i 3 

65 

/ • 

i 4 = 98 

2 . 

, 39 = 

78 

3 

• 27 

= 8i 

5 

i 4 

= 7 <> 



2 . 

,45 = 

90 

3 

. 28 

==84 

5 

i 5 

75 

8 . 

, 12 = 96 


62 . - 

- Dans les calculs l’ails 

avec 

des nombres approchés, il 

est très pénible de 

tenir compte ( 

des erreurs commises. 

Les mul- 

tipUcations, 

divisions, 

racines 

carrées 

obligent 

à calculer clos 


erreurs relatives; les additions, soustractions des erreurs ab- 
solues. Il faut, en général, calculer à plusieurs reprises l*erreur 
absolue d’un nombre connaissant son erreur relative, et inver- 
sement. De plus, on se trouve amené à garder un nombre con- 
sidérable de chiffres significatifs au début du calcul pour être 
certain d'en avoir trois ou quatre exacts à la fin. Voici une règle 
qui, sans être très rigoureuse, a l’avantage d’être d’une appli- 
cation aisée et donne des résultats exacts dans un grand nombre 
de cas : si le résultat d'wi calcul doit être obtenu avec n chiffres 
siijmficatifs exacts, on en prend deux de plus, soit n -f- 2, dans 
tous les nombres employés pour ce calcul. 

Dans un calcul long et compliqué, cette règle peut se trouver 
insuffisante, les données de chaque problème partiel étant 
entachées d’erreurs qui s’accumulent ; malgré cela il est permis 
de la donner à ceux qui n^ont pas le temps de s’encombrer de 
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règles plus compliquées. Elle est d’ailleurs appliquée par un 
grand nombre de praticiens. 


63. — Il arrive parfois qu’on peut simplifier un calcul en 
tenant compte de ce fait que certaines quantités sont négligeables 
par rapport aux autres. Si, par exemple, un nombre e est très 
petit, on pourra souvent sans erreur sensible, négliger son carré 

ou son cube qui sont encore plus petits : si e = on a ; 

roôi üéo 7^.0 000 000- question est traitée 

en détail dans les traités d’Analyse ; nous nous bornerons ici à 
démontrer les égalités pratiques le plus souvent employées : 


( 1 -t- e)2 = 1 4- 2e 


1 

1 -t- e 




e. 


La première égalité résulte de ce que (i 4 - c)* = i 4 - 2 e 4- e* 
et que par hypothèse c* est négligeable. La deuxième s’obtient 

en remarquant que, d’après ce qui précède 4 -^^ = i 4 -e; 

on extrait ensuite la racine carrée des deux membres. Enfin 

pour la dernière il suffit d’écrire (i 4- e) (i — e) = i 

(86), OU en négligeant e- : (i e)(i — e) = i. Nous laissons 
au lecteur le soin d établir par des raisonnements analogues les 
trois égalités : 


(1 — = 1 — ae 




e = 


1 


e 

2 


1 — e 
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A Taidc de pareilles égalités, on a approximativement 


Si 


i 

0,98 1 

1 


I 


0.02 
1 


1,02 


— . ,2 — ^*^7 


v/i,2G 


0,95 


7: ~ 3,14 ~ 3 . i,o 5 


— Oy«^2 etc»#* 


64 . — Nous terminerons tout ce qui concerne la pratique 
du calcul numérique par un conseil très important. Dans Imite 
question conduisant à un résultat numérique il faut toujours 
faire à Pavance un premier calcul approché^ calcul qui est en 
quelque sorte un « avant projel » et pour lequel on se borne à 
prendre tous les nombres avec un ou deux ebiffres significatifs 
(il est indispensable d’en prendre deux si le premier chiffre 
est i). Un tel calcul renseîgne sur l’ordre de grandeur de ré- 
sultat. Les physiciens les font toujours en C. G. S. ( 51 ). (Test 
ainsi que pour 475300 on prendra 5 . 10’ C. G. S. ; pour 
0,001 729 on prendra 1,7 . lo”"* C. (i. S. ; etc... 

Cherchons par exemple l’épaisseur d’une feuille de zinc rec- 
tangulaire de 12'”, 75 de long et f\2 centimètres de large, sachant 
que son poids est G2‘‘®^,35o et que la densité du zinc est 7,19. 
L’épaisseur est donnée en G. G. S. par : 

62350 6,23 5 . 10’*^ 

r275 . 42 7,19 1,275 . 4,2 . 7,19 . 10^ 1,275 . 4.2 . 7,19 

Un calcul approché donne ici au dénominateur : i ,3 . 4 • 7 

= 5 , 2 . 7 ou environ 36 . L’épaisseur cherchée est environ jg ou 

soit 0,17 C. G. S. ou encore i'”*”,7. Si l’on fait le calcul exact, 
on trouve pour cette même épaisseur i"''",6i9... 


Exercices.— N- 71, 86, 89, 90, 91, 92, 98, 94, 95, 96, 97, 98, 
99, 100, 188, 288, 266. 


A. Sainte-Laguü. 
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CHAPITRE PREMIER 

NOMBRES POSITIFS OU NÉGATIFS 


65. Nombres positifs ou négatifs. — Un grand nombre 
(les propriclcs concernant les nombres entiers, fractionnain's ou 
décimaux étudiés en arithmétique se généralisent simplement 
par rintroduction des nombres posillfs ou néfjulifs, a[>pelés par- 
fois nombres alfjébrùjues, par opposition avec les précédents 
qui sont les nombres arithméliques. 

Considérons les opérations faites j^ar un caissier. II pourra 
marquer les diverses sommes données ou reçues par des signes 
conventionnels. Les sommes qu’il paie sont en quelque sorte 
(( en moins » dans sa caisse : il les marque du signe — et celles 
qu’il reçoit étant (( en plus » dans sa caisse, il les marque du 
signe H-. Les sommes affectées du signe - V- sont dites posilives, 
et celles qui sont affectées du signe — , néfjatives ; ces signes -t- 
et — ne doivent pas, pour le moment, etre confondus avec 
ceux qui ont déjà été employés pour l’addition et la sous- 
traction. 

Si nous admettons des versements fictifs, par exemple sous 
forme de billets à ordre, nous voyons que le compte peut com- 
•mencer par un ou plusieurs nombres négatifs. Si la caisse est 
vide au début de la journée, apres la première opération, le 
caissier possède — a francs en caisse, s’il a signé un billet de a 
francs. 
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Cette classification des nombres en positifs et négatifs est 
commode dans un grand nombre de cas ; par exemple, on peut 
compter les distances en kilomètres sur une route, a partir d’un 
point donné, en les considérant comme positives dans un sens 
et négatives dans l’autre. Un voyageur qui suit toujours la 
même route marquera sur son carnet : — a kilomètres, + b 
kilomètres, etc., suivant le sons dans lequel il aura marché. De 
môme, les degrés de température peuvent être comptés positive- 
ment ou négativement : 4“,b au-dessus do zéro, ou -i- 4”. 6 ; 
5 ®, 2 au-dessous de zéro, ou — 5“,2. Une époque pourra être 
aflcctée d’un signe : l’an —,30 d’une ère donnée indiquera la 
trentième année avant le début de cette ère ( 324 ). U ne colo 
( 297 ) peut être [irise au-dessus ou au-dessous du niveau dé la 
mer. Un arc de cercle peut être compté dans deux sens différents 
( 164 ) etc., etc.. Le nombre o peut être considéré à volonté 
comme positif ou négatif. 

On a[)pelle iktleiir absolue d\m nombre algébricjue sa valeur 
prise indépendamment de tout signe extérieur. En se bornant 
à des valeurs absolues, on dira par exemple : la température a 
varié de 2 ^, sans dire si elle a baissé ou non ; un voyageur a fait 
etc.. Deux nombres de meme valeur absolue, mais de 
signes dilïérents^ sont dits égaux et de signes contraires ou ,vj- 
mêtriques, La seconde expression est préférable à la première, 
car le mot « égaux » est impropre, les deux nombres étant dif- 
férents : 4 ^ 7 ^) (recette de 4S7b) n’est pas égal pour un com- 
merçant à — 4^75 (dépense de 4^7b)• 

66. — On peut donner T interprétation géométrique suivante 
des nombres positifs et négatifs. Prenons sur une ligne droite 
indéfinie {fig. 10 ) une origine 0. Portons plusieurs fois de suite 

■» 

■r- 0 *5 ♦S ^ 

MA 0 A’ B 

Fig. ÏO 

l’unité de longueur (ici le demi-centimètre) vers la droite et vers 
la gauche, puis numérotons ces points en faisant précéder cha- 
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que numéro du signe + ou — suivant que le point est à droite 
ou à gauche de O. Par exemple le point A marqué — 3 est à 
3 centimètres de O vers la gauche. De meme le point M étant à 

4'“ 5 à gauche de O, correspondra au nombre — 4ÿ On voit 

qu’à chaque nombre positif ou négatif correspond un point et 
un seul de la droite, et inversement à ciiaque point de cette 
droite correspond un nombre et un seul qu’on appelle son 
abscisse (240). 

Une longueur telle que OA, se désigne par ÜA et est appelée 
un segment ou vecteur, pour indiquer qu'il s agit d’une ligne 
parcourue de O vers A, tandis que AO serait la même longueur 
parcourue de A vers 0. Le vecteur OA admet le point 0 comme 
origine et le point A comme extrémité. On voit encore sur la 
figure que AB= -h 8^"™, car il y a 8 centimètres de A à B 
et que de plus le chemin est parcouru dans le sens positif. 
On a par contre ÎÎA ==. — 8‘ On voit que AB -H 13 A o. Celte 
remarque est générale quelle que soit la disposition des points 
A et B. 

Si Ton prend deux points A et A' ayant des abscisses w égales 
et de signes contraires », on voit qu’ils sont symétriques par 
rapport au point 0 (196) ; c’est pour celte raison que Ton dit 
que les deux nombres n- a et — a sont symétriques, 

67. Somme algébrique. — L’addition ou somme algébrique 
de deux nombres algébriques se définit comme il suit : si deux 
nombres sont de même signe, leur somme algébrique s^ obtient 
en ajoutant leurs valeurs absolues et affectant le résultat de leur 
signe commun. S*ils sont de signes contraires, on fait la diffé- 
rence de leurs valeurs absolues et I on affecte le résultat du signe 
de celui des deux nombres qui a la plus grande valeur absolue : 

(-+* 3) -f- (“1“ 8) = + Il ( — 3) -4“ (-4- 8) = -f- 5 

(_ 3) + (- 8) = - Il (-4- 3) + (- 8) = - 5. 

Les parenthèses sont destinées à éviter toute confusion entre 

le signe H- de l’addition et les signes H- ou — qui indiquent que 
le nombre est positif ou négatif (70). 
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Si deux nombres sont égaux et de signes contraires, leur 
somme est nulle : ( — 8 ) + (-H 8 ) ” o. 

Pour obtenir la somme algébrique de plusieurs nombres, on 
ajoute le second au premier, puis le troisième à la somme déjà 
obtenue, et ainsi de suite. 

Ces définitions sont très commodes dans la pratique. Un 
caissier qui désire connaître Tétât de sa caisse à la fin de la 
journée fera la somme algébrique des divers nombres repré- 
sentant des opérations. S’il a marqué — 7 *' et — 3**^ (de somme 
algébrique — io‘', d’après la règle ci-dessus), c’est bien un 
déboursé total de 10 francs qui exprime le résultat de ces deux 
déboursés partiels. S’il a marqué — 7 '' et H- 3'*^ (de somme 
algébrique — le résultat d’une dépense de 7 francs et d’une 
recette de 3 francs est bien une dépense de /i francs. 11 en est 
de même dans tous les autres cas. 

On peut interpréter la somme algébrique de plusieurs nom- 
bres à Taide de la théorie des vecteurs. Prenons la somme algé- 
lyriquc : ( — 3) - h (+ 8 ), qui est égale à -i- 5 d’après la défini- 
tion. On voit II) que — 3 peut etre représenté par OA, 
• 4 - 8 par AB et que -h 5 est précisément le vecteur 013 . Nous 


r - î . -V a -2 -\ 0 tl *2 13 *4 <^5 1 -B 

, , , , ^ 

Fig, Il 

laissons au lecteur le soin de vérifier qu’il en est de même dans 
tous les cas. Donc : pour effectuer la somme aUjébrique de plii^ 
siears nombres représentés par des vecteurs, il suffit de les porter 
bout à bout, torujine de chacun d'eux coïncidant avec l'extré- 
mité du précédent : le vecteur qui a l'oriqine du premier vecteur 
pour origine et l'extrémité du dernier comme extrémité repré- 
sente la somme cherchée (240). 

Le lecteur pourra comparer cet exemple à celui des augmen- 
tations ou diminutions de longueur de la colonne mercurielle 
d’un thermomètre, ou h celui, déjà cité, d’un voyageur qui 
parcourt une route dans des sens différents ; ce voyageur saura 
à quelle distance il se trouve de son point de départ s'il fait la 
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somme algébrique des nombres exprimant ses déplaoeiuenls 
successifs. 

68 . — La somme algébrique de plusieurs nombres jouit de 
la plupart des propriétés de la somme arithmélique (4). 

La somme algébrique de plusieurs nombres ne change pas 
quand on intervertit l'ordre de ces nombres. En particulier on 
peut évaluer la somme de plusieurs nombres en faisant d’abord 
la somme des nombres positifs, puis celle des nombres négalirs, 
et enfin la somme algébrique des deux derniers résultats. L’ad- 
dition algébrique est une opération commutative. 

Une somme algébrique ne change pas quand on remplace deux 
ou plusieurs de ses termes par leur somme eJJ'ectucc. L’addition 
algébrique est une opération associative. 

Ces deux propriétés apparaissent clairement sur les exemples 
qui précèdent : l’ordre dans lequel s’effectuent les diverses opé- 
rations, recettes ou dépenses, d’un caissier ne ])eut pas influer 
sur leur résultat final. On peut d’ailleurs les établir par des 
raisonnements théoriques directs, que nous ne donnerons pas 
en détail. Pour la première propriété, on montrerait : i ' que, 
pour additionner deux nombres, on peut intervertir leur ordre 
sans changer leur résultat ; 2 ° que, pour additionner plusieurs 
nombres, on peut intervertir l’ordre des deux derniers ; 3® que, 
dans le meme cas, on peut intervertir deux nombres quelcon- 
ques ; 4° que, pour plusieurs nombres, on peut les intervertir 
de façon arbitraire. De même, on montrerait que deux ou plu- 
sieurs nombres peuvent être remplacés par leur somme effec- 
tuée, en amenant par des échanges successifs ces nombres à 
être en tête de la somme, ce qui rend la propriété évidente. 

69. Soustraction algébrique. — Etant donnés deux nom- 
bres algébriques, retrancher le second du premier, c'est trouver 
un troisième nombre qui, ajouté au second, reproduise le pre- 
mier. 

La soustraction algébrique se ramène à une addition : pour 
retrancher un nombre algébrique, on peut l'ajouter après avoir 
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changé son signe. Supposons, en effet, que la soustraction à 
effectuer soit a — (-h 6), le signe de 6 étant seul mis en évi-*- 
dence. 

Le résultat de cette soustraction étant c, on a par définition : 

c-f-(-f- b) — a. 

Ajoutons — b aux deux membres de cette égalité, on a : 

c -f-(+ 6) + (— fc) = a -t- (— 6) 
mais (-+■ b) + ( — 6) = o ; donc ; 

c — a -h ( — b). 

On montrerait de même que la règle est encore exacte quand 
b est précédé du signe — . Par exemple : 

(+ ;$) - (+ 5) = (+ 3) + (- 5) = - 2 

(- 2) - (- 4) = (- 2) -h (+ 4) 2. 

L’interprétation pratique de cette définition à l’aide des 
exemples précédents est ici un peu plus délicate que dans le 
cas de l’addition. Si un caissier a + 7'% c’est-à-dire s’il a un 
capital de 7 francs, retrancher de son avoir H- 7'" revient à lui 
ajouter — 7^', c’est-à-dire à lui faire inscrire une dépense de 
7 francs. Si ce même caissier a — 7*^% c’est-à-dire une dette de 
7 francs, retrancher de son avoir cette somme de — 7'% c’est- 
à-dire supprimer cette dette, revient à ajouter à son avoir 
H- ’j''' et à faire inscrire au caissier une recette de 7 francs. Dans 
les deux cas retrancher un nombre revient donc à ajouter le 
nombre égal et de signe contraire. 

Une soustraction se ramenant à une addition, on en déduit 
les propriétés suivantes déjà données en arithmétique (4) : 

Pour retrancher une somme donnée d'un nombre, on peut 
retrancher successivement de ce nombre les diverses parties de 
cette somme, et inversement, au lieu de retrancher successive- 
ment plusieurs nombres, on peut retrancher leur somme algé- 
brique. 

Pour ajouter à an nombre la différence de deux autres, on 
peut ajouter le premier de ces deux nombres et ensuite retran- 
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cher r autre, tordre des deux opérations pouvant d’ailleurs être 
interverti. 

Pour retrancher d'un nombre la différence de deux autres, on 
peut retrancher le premier et ajouter le second, l'ordre de ces 
opérations pouvant être interverti. 

(- 4) - (- 3) - (- a) = (- 4)- (- 3) - 4 - (-+- 2 ) 

= (- 4) -4- (+ 3) 4- (+ a) 

= ( — 0 (" 4 ” !• 

Comme on le voit, une suite quelconque d’opérations algé- 
briques, additions ou soustractions, peut se ramener à une 
somme algébrique. 

On a- ainsi en appliquant les règles ci-dessus : 

- 1 [(- 3 ) + (- 4 - =>)] - [(- 4 ) - (+ 6 )]( - (- 5 ) 

= _ r(_ 3) + (4- a) - (-4) -4- (-4-6)] -4- (+ 5) 
= — [( — 3) -h (--l-ii) -H (-1-4) (”i“ ^)] ”1" (“^^“3) 
= (+ 3) •+• (— 2 ) -f- (— 4) -h (— (>) -f- (“f • 5) . 

On est ainsi ramené à une somme algébrique dans laquelle 
chaque terme est affecté d’un signe 4- ou — suivant que le to- 
tal des signes — qui le précèdent, dans l’expression primitive, 
est pair ou impair. 

11 ne reste plus qu’à effectuer la somme algébrique de ces 
termes : 

(4- 3) -f- (- 2) + (- 4) 6) 4- (4- 5) 

= (4- 0'+"( — 4)-+-( — 6) 4- (4- 5) 

-=(-3)-h(-6) + (4-5) 

-(-9) + (+5) = -4. 

70. — Jusqu'à présent les nombres positifs et négatifs for- 
maient une classe nouvelle de nombres distincts des nombres 
arithmétiques, nous conviendrons désormais de considérer un 
nombre positif comme identique à sa valeur absolue : 4 - 5 = 5. 
Il ne reste plus maintenant qu’une seule catégorie de nombres 
nouveaux : ce sont les nombres négatifs. 
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A l’aide de cette remarque, le calcul précédent peut s’effec- 
tuer sous forme plus rapide : 

-|[(~3) + (+2)]-;f--4)-(+-6)]j-(-5) 

— — 2 — 4 — (> H- 5 = l — 4 — ~h 5 
::rr--3 — 6H- 5 = ~() 4-5== — 4- 

Nous avons dit qu’il ne fallait pas conTondrc les signes 4- et — 
d’opération avec les memes signes indiquant qu’un nombre est 
positif ou négatif (67). Le lecteur voit maintenant que cette re- 
commandation n’a plus d’importance, la confusion ne pouvant 
entraîner aucune erreur. 

Nous terminerons par une remaiviue sur le sens qu’il faut 
attribuera une égalité telle que — 4 = — i, égalité qui ne 
signifie rien en arithmétique. S’il s’agit de grandeurs ne pouvant 
être comptées que dans un sens, elle n’a aucune signification : 
on ne peut pas prendre f\ litres d'eau dans un réservoir qui rrcii 
contient que 3. Mais si les grandeurs considérées peuvent être 
comptées dans deux sens dillcrents, cette égalité a une significa- 
tion très nette : si le tliermomètre marque 3" au-dessus de zéro, 
et que la température baisse de d marquera — 1‘’, c’est-à- 
dire r‘ au-dessous de zéro. 

71. Multiplication algébrique. — Avant de donner la dé- 
finition du produit de deux nombres algébriques, nous allons 
étudier en détail un exemple simple, dans lequel on est amené à 
considérer le produit de deux nombres algébriques. 

Prenons un point E qui se déplace sur une droite indéfinie x'x 
{/iff, 12 ) d’un mouvement uniforme, c’est-à-dire qui parcourt 


M 

Fig. I a 

des chemins ou, comme on le dit, des espaces égaux dans des 
temps égaux. Le chemin r parcouru en une seconde est la vitesse 
du point (326). En t secondes^ le chemin parcouru est vt. 
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Si Ton prend comme origine des abscisses le point O, ou se 
trouve le point mobile à l’origine des temps, ou temps zéro (324), 
au temps t le point se trouvera en M, ayant parcouru l’espace : 
e = vt. 

Nous ne nous sommes préoccupés jusqu’ici que des valeurs 
absolues de c, u, t. Nous supposons maintenant que / est po- 
sitif pour toute époque postérieure au temps zéro, et négatil 
pour toute époque antérieure; quce=^ÜMest positif pour toute 
position de M à droite de O, le sens positif sur x'x étant le sens 
de la flèche, et négatif pour M à gauche de O. Enfin v est 
positif, si en une seconde le point parcourt un segment posilif, 
c’est-à-dire sc déplace dans le sens de la flèche, v est négatif si 
le déplacement a lieu en sens contraire. 

Ces diverses conventions étant faites, on voit d’abord que, 
dans tous les cas, la valeur absolue de e est le produit des va- 
leurs absolues de v et t. Il reste à examiner comment le signe 
de c est lié à ceux de v et t- 

I" Si V est positif, le point M se déplace dans le sens de la 
flèche. Donc, après son passage en O, il est à gauche de O : 
e et t sont positifs ; avant son passage en O, il est à gauche 
de O : e et / sont négatifs. 

2 ® Si V est négatif, M va en sens inverse de la flèche ; après 
son passage en O, il est à gauche de O : c est négatif et / posi- 
tif; avant son passage eu O, il est à droite de O : c est positif 
et t négatif. 

Si donc l’on veut pouvoir écrire dans tous les cas e — vt, il 
faut, comme le lecteur le verra sans peine, donner à c le signe 4 - 
quand v et l sont de mêmes signes et le signe — dans le cas 
contraire. On obtient les mêmes résultats dans tous les cas où 
l’on se trouve amené à donner une signiBcation au produit de 
deux nombres algébriques. Ceci explique pourquoi on a adopté 
la définition suivante : 

72. — On appelle produit de deux nombres ab/ébrlriiies un 
nouveau nombre algébriques dont la valeur absolue est le produit 
des valeurs absolues des deux facteurs, et dont le signe extérieur 
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est le signe + si les deux nombres donnés sont de méme^signe, 
et — s'ils sont de signes contraires ; 

(-4- 3 ) . (+ 4 ) = + 1 2 ou plus simplement 3 . 4 = • ^ 

(_ 3 ) . (^ 4) = _ 12 )» » (— 3 ) . 4 = — 12 

(+ 3 ) . ( — 4 ) = — 12 » >1 3 . ( — 4 ) = — 12 

(-- 3 ) . (— 4 ) 12 )) H (— 3 ) . ( 4 )= 13 - 

On aurait de même : 

3 (— 7) = — 23 (— 4.7) . 3,07 = — 14,429- 

En particulier, multiplier un nombre par -1- i = i ne l’altère 
pas ; le multiplier par — i revient à le changer de signe. 

Le produit de plusieurs facteurs s’obtient, comme dans le cas 
des nombres arithmétiques, en efl'ectuant les diverses opérations 
dans l’ordre où elles se présentent. 

La règle ci-dcssûs permettant de trouver le signe du produit 
s’appelle règle des signes et s’énonce parfois sous la forme : 

+ par donne -+- -f- par — donne — 

— par 4- donne — — par — donne -i -. 

Dans le cas de plusieurs facteurs elle revient à la suivante: 
Le signe extérieur du produit de plusieurs facteurs est -+■ ou — 
suivant que le nombre des facteurs négatifs est pair ou impair. 

L’extension aux nombres algébriques des propriétés concer- 
nant les produits des nombres arithmétiques (6, 7) est immé- 
diate dans tous les cas. C’est ainsi que le produit de plusieurs, 
facteurs ne change pas quand on intervertit tordre de ces fac- 
teurs, car la valeur absolue ne change pas, puisque c’est le pro- 
duit des valeurs absolues et que le signe extérieur ne dépen- 
dant que du nombre des facteurs négatifs est aussi toujours le 
même. La multiplication est une opération commutative. 

On établirait de même les diverses propriétés qui suivent : - 
Dans un produit, de plusieurs facteurs, on peut remplacer 
deux ou plusieurs facteurs par leur produit effectué ; la multi- 
plication est une opération associative. 
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Pour multiplier une somme algébrique par un nombre, on 
peut effectuer séparément le produit du nombre par les dirers 
termes de la somme, puis faire la somme algébrique des ré- 
sultats. 

La condition nécessaire et suffisante pour qiiwi produit de 
plusieurs facteurs soit nul est que fun au moins des facteurs le 
soit, 

73. Puissances. — La définition de la puissance /i***"® d'un 
nombre a est la même que dans le cas où a est un nombre 
arithmétique. On voit que la valeur absolue de la puissance 
^^îème cle a est la puissance de la valeur absolue de a. 

Quant au signe, il dépend du signe de a et de la parité de n. Ou 
verra que, si a est positif, toutes ses puissances sont positives, et 
si a est négatif, ses puissances d'ordre pair {n pair) sont positives 
et ses puissances d’ordre impair (n impair) sont négatives. 

En particulier : le carré d'un nombre est toujours positif 
d’où il résulte qu*un nombre négalit n a jamais de racine car- 
rée ( 106 ). 

Ici encore l’extension aux nombres algébriques des propiietes 
des nombres arithmétiques est immédiate ( 9 ). On a par exemple 
les énoncés suivants ; 

Le produit de deux puissances d\m même nombre est une 
nouvelle puissance de ce nombre ayant pour exposant la somme 
des exposants des deux puissances données. 

Pour élever une puissance d'un nombre a une certaine puis- 
sance, il suffit de multiplier les deux exposants l un par l aiiti e 
pour avoir le nouvel exposant du nombre donné. 

On aura encore les propriétés suivantes ( 86 ) : 

Le carré d'une somme de deux nombres s obtient en ajoii 
tant à la somme des carrés des deux nombres leui double 
produit. 

Le carré de la différence de deux nombres s obtient en i ch an 
chant de la somme des carrés des deux nombres leui double 
produit. 
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Le produit de la somme de deux nombres par leur différence 
est égal à la différence de leurs carrés. 

(a + by = + 6* — aa6 (a — by = + 6^ — zab 

(a -h b) . (a — b) = a* — 6*. 


74. Division algébrique. — On appelle quotient de deux 
nombres algébriques un troisième nombre qui, multiplié par le 
second, reproduise le premier. 

Nous avons vu que, grâce à l’introduction des fractions, un 
tel quotient existait toujours pour deux 'nombres arithmé- 
tiques (26), pourvu cependant que le diviseur ne soit pas 
nul (10). Nous allons voir qu’ici encore il y a toujours un 
quotient. Diviser a par b, c'est en effet par définition trouver q 
tel que l’on ait : a-- bq. La valeur absolue d’un produit a étant 
le produit des valeurs absolues des facteurs b et q, la valeur 
absolue du quotient q sera le quotient des valeurs absolues du 
dividejide a et du diviseur b. Quant au signe de ce quotient, on 
verra aisément que, si a et 6 sont de même signe, q doit être 
positif, et s’ils sont de signes contraires, q doit être négatif. 
Le nombre q ainsi défini sans ambiguïté répond bien à la défi- 
nition donnée, et il est facile de voir qu’il ne peut pas y en 
avoir d’autre. 

On remarquera que le signe du quotient de deux nombres a 
et b est donné par la même règle que le signe du produit de ces 
deux mêmes nombres. 

Les propriétés des quotients ou fractions algébriques sont les 
mêmes que celles des quotients ou fractions arithmétiques (22). 
On pourra par exemple sans changer la valeur du quotient mul- 
tiplier le dividende et le diviseur par un même nombre. La 
multiplication et la divison des fractions algébriques se feront 
comme celles des fractions arithmétiques (26) etc... De même 
encore, on étendra immédiatement aux nombres algébriques 
les définitions et les propriétés des rapports et proportions 
(37 et suivants). 
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76 . Inégalités. — On dit quun nombre a est plus (jrund 
qu'un nombre b si la différence a — b est posilire. Dans le cas 
contraire a est dit inférieur à b. On emploie encore les signes > 
et <(11). Si nous reprenons l’interprétation géométrique des 
nombres algébriques en les considérant comme abscisses de points 
d’une droite ( 66 ), nous voyons qu’un vecteur OA (yù/. i3) est 


"b U A C 

Fig. i ‘A 

considéré comme plus grand qu’un vecteur Olî si A est à droite 
de B. En particulier, un nombre positif est toujours plus ijnind 
qu'un nombre n</^a/t/’(OÂ > OB). De deux nombres posllifs, te 
plus (jrand est celui qui a la plus qrande valeur absolue 
((}C>ÔÂ). De deux nombres néqaiifs, le_plus qrand est celui 
qui a la plus petite valeur absolue ( OD^ÔB). 

Cette définition des mots « plus grand que » et « plus petit 
que « peut s’appliquer aux nombres arithmétiques et elle est 
alors identique à celle que nous avions déjà donnée. 

Ici l’extension des propriétés données pour les nouihres 
arithmétiques conduirait souvent à des inexactitudes. Par 
exemple, nous avons vu que l’on a pour des nombres arithmé- 
tiques : a -h b > a, quel que soit 6 non nul. Or l’inégalité: 
3 + (_ 2 ) > 3 est inexacte. Il liuit modilior comme il suit 
l’énoncé : 

En ajoutant à un nombre un autre nombre positif, non nul, 
on obtient un nombre plus grand que le premier. Si le nombre 
ajouté est négatif, on obtient un résultat plus petit. 

On ne chanqe pas le sens d’une inéqalilé en ajoiilanl {ou en 
retranchant) un même nombre dans les deux membres de l iné- 
qalilé. C’est ainsi que a'!> h entraîne : « -f- c > fc -t- c, car ces 
deux inégalités sont identiques par définition a : 

a — 6 > O et (a + c) — {b -f- c) > 

et que d’autre part (a -h c) — (6 -t- c) = a b. 


O 



96 


ALGEBRE 


On petit ajouter membre à membre deux inégalités de même 
sens. De a > fc et c > (/, on déduit a 4- c > 6 + rf, car a — b 
et c — d étant positifs il en sera de nïéme de leur somme : 
(a + c) — (b ■+■ d). 

On ne change pas le sens d'une inégalité en multipliant scs 
deux membres par un même nombre positif, mais on change son 
sens si on les multiplie par un même nombre négatif. Soit en 
effet l’inégalité a > /> et m un fadeur positif. Le produit 
(a — b)m = am — bm de deux facteurs positifs est aussi positif. 
On a donc : am — bm ^ 0 c’est-à-dire am > bm. Au contraire 
si m est négatif, le produit {a — b) m — am — bm est néga- 
tif et l’on aura : am < bm. 

On ne peut pas en général multiplier membre à membre 
deux inégalités, même quand elles sont de même sens. Par 
exemple — d < i et — 2 < 1 donneraient 6 <; i, ce qui est 
inexact. En particulier: on n'a pas le droit d'élever les deux 
termes d’une inégalité au carré, au moins en général ( 101 ). 

On ferait des remarques analogues sur l’élévation à une 
puissance quelconque des deux termes d’une inégalité. 


Exercices. — 101, 102. 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 

116, 111, 112, 118, 116, 117. 
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76 . Formules. — La solution numérique d*un problème ne 
garde pas la trace des operations ell’ectuées pour Tobtenir. Sup- 
posons par exemple qu’un emballeur veuille savoir le poids 
d’une caisse de dimensions o"'/i 5 X o'",( 3 o X les plan- 

ches employées pesant 7 kilogrammes par mètre carre. Le calcul 
donne i 5 *‘^, 54 . Mais ce résultat ne rappelle en rien la suite des 
opérations qu’il suppose. Si au contraire nous désignons par 
a, 6, c, les trois dimensions de la caisse, par p le poids par mè - 
tre carré des planches employées, nous verrons aisément que 
la surface totale est 2(afe -h bc -h ca) ( 275 ), et par suite le poids 
cherché P est donné par : 

P == 2p{ab -f- bc -f- ca). 

Une telle formule donne le résultat numérique demandé si 
l’on remplace les lettres par leur valeur : 

P = 2 . 7(0,45 . 0,60 -f- o,6ü ^ 0,80 -h ü,8() . 0,45) 

== 2 . 7(0,27 -f- 0,48 -f- 0 , 36 ) = i 4 . 1,11 = 15.54. 

Il y a un grand avantage à l’emploi de telles formules. Si 
le même emballeur veut calcüler le poids d’une seconde caisse 
de dimensions différentes et faite avec des planches plus minces 
ou plus épaisses, il ne sera pas obligé de refaire le raisonne- 
ment précédent, mais il lui suffira de changer les valeurs 
numériques données aux lettres a, 6, c, p. Ce procédé qui con- 


A. Sainte- Laguc. 
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sislc, d’une part, à designer par des lettres les quantités que 
l’on veut étudier, et, d autre part, à donner comme solution 
d’un problème une formule et non pas un nombre est d’une 
importance capitale; c’est surtout a lui que l’on doit le déve-^ 
loppement pris par les rnatliémaliques depuis le \vr siècle. 
Viète fut à cette époque l’ua des premiers algébristes. 

77. — Il peut d’ailleurs arriver que plusieurs problèmes 
donnent la même formule. Le jîoids P d’un corps est le produit 
du nombre a de centimètres cubes de ce corps par le poids h 
du centimètre cube : P“ a . ft. Le prix P d’une pièce de drap 
est le [)roduit du nombre a de mètres par le prix h du mètre : 

Si maintenant on transforme une telle formule P a . b, 

P 

en l’écrivant par exemple a =-■ . et cela sans se préoccuper de 

savoir quelle est la signification des lettres P, a, fc, on aura 
traité simultanément deux problèmes différents, consistant, le 
premier, à chercher le volume a d’un corps connaissant le poids 
b du centimètre cube et le poids total P ; le deuxième, à cher- 
cher la longueur a d’une pièce de drap connaissant le prix 6 
du mètre et le prix total P, 

L* A timbre est la partie des Mathématiques (pü s occupe plus 
parliculièremeul de ces irausformations de formules, transfor- 
mations que l’arithmétique, la géainétrie, la mécanique, la 
physique, etc.,, traduisent eu langage précis, en donnant aux 
diverses lettres de ces formules des significations particulières. 
Dans tout ce qui suit, nous laisserons donc de coté l’origine des 
formules (]ue nous étudierons, nous l)ornant h indiquer com- 
ment on peut les classer et les simplifier. 

78. Expressions algébriques. — On appelle expi^ssion 
algébrique tout groupe de lettres ou nombres reliés entre eux 
par des signes d^addition, de soustraction, de mnltiplication, 
(t extraction déracinés, 

— cy/S a -{- y/b 

d + 5e a — Vi 


(a -h — {a — 6)* 2 p{ab -f- 6c ca) 
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sont des expressions algébriques. La valeur que prend Tune 
d elles, par exemple ap{ab bc-^ea), quand on y remplace les 
lettres a, fc, c, p, par des nombres, est la valeur nnmcriquc de 
l’expression. Pour a = 0,45 ; b = o,6o ; c ~ o,8o ; p - - 7 on 
trouve i5,54 comme nous l’avons déjà vu (76). 

On suppose d’ailleurs, pour plus de généralité, que les lellres 
d’une expression algébrique peuvent représenter des nombres 
positifs ou négatifs. 

Il y a quelques remarques à faire sur l’ordre dans lequel doi~ 
vent être faits les calculs indiqués. Si Ion ne fait pas de conven- 
tions précises, une expression telle que a -h bc pourra signifier 
qu’il faut ajoiiLcr ah b pour multiplier le résultat par r, ou bien 
qu’il faut ajouter h a le produit de h par c. La deuxième inter- 
prétation est seule exacte. La première suite d’opérations serait 
représentée [)ar (a -f 6)c. De façon générale, on ejjeclue (rabord 
toutes les multiplications et divisions indiquées ; les additions et 
soustractions se font ensuite. D’autre pari, dans les fractions on 
calcule séparément tout ce qui est aa-dessus de la barre de frac- 
tion cl tout ce qui est aiHlessoiis. Enfin loiile qaanlilé entre 
parenthèses ( ), entre crochets [ ], on sous un radical, se calcule 
cajalement à part. Cherchons à litre d’exemple la valeur nuiné- 

, ,, . (a — 6)c 4- a'd- 

rique de I expression : — _ ^ 

pour a = 4 ; f> — 1 ; c = •5 ; ri ~ — ();<?= — 2. On n : 


'(4 — '.P v2__ _ _Gi.3-4-4).:$« _ I 

9(r-74+4.:i:i ■ 


— -i- = t3.4 

9(1 — \/i6) * 9l 4) 3 


— 49 

“—3 ^ 3 ■ 


Nous supposons que, dans lous les cas, les valeurs numé- 
riques données aux lettres sont telles que le calcul puisse s’effec- 
tuer jusqu'au bout. Par exemple, dans donnerons 

pas kbet c des valeurs égales, car on ne sait pas diviser un 
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nombre par zéro. Dans a — 4/6, nous ne donnerons pas à fe de 
valeur négative, car un nombre négatif n’a jamais de racine 
carrée (73). La question est parfois plus complexe qu’il ne le 
semble au premier abord. Dans y/ a — s/ b, si a = i , on ne 
peut pas donner à 61a valeur 4, bien que v^4 puisse se cal- 
culer, car l’on aurait y/u — \/b — v'i — 2 = ce qui n’a 

aucune signification. 

79. — On classe souvent les expressions algébriques suivant 
le degré de complication des opérations qu’il faut effectuer pour 
avoir leur valeur numérique, connaissant les valeurs des lettres 
qui y entrent. 

Une expression altjébriqiie est dite rationnelle lorsqu aucune 
lettre n’y figure sous un radical • y , a v^26; ~Zjr^‘ Elle est 

irrationnelle dans le cas contraire ; [/â; a -h v/6; ^ -- . 

b — va — 6 

Une expression rationnelle est dite entière lorsqu’elle ne con- 
tient aucune lettre au dénominateur : ax- -t- 6æ + c ; 

H ^ 6 — c j (6 -t- c) — 2a ; 4a’6 — xj* ; sinon elle est dite 

fractionnaire : — ^ • 
c a 

Deux expressions algébriques sont dites équivalentes, lors- 
qu’elles prennent toujours la même valeur numérique, si l'on 
donne les mêmes valeurs aux lettres qui y entrent. L’égalité de 
deux expressions équivalentes s’appelle une identité. On a vu (73) 
que (a -f- 6) {a — b) et — 6* prennent toujours les mêmes 
valeurs numériques, quelles que soient les valeurs numériques 
données à a et 6. Ce sont donc deux expressions équivalentes, et 
l’on a l’identité : 

(a -4- 6)(a — b) = a- — b^. 

On emploie souvent pour des identités le signe = au lieu du 
signe =. 

On a toujours le droit de remplacer une expression algé- 
brique par une expression équivalente, puisque les résultats 
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numériques sont toujours les mêmes. Une des principales mé- 
thodes de l'Algèbre consiste précisément à remplacer les 
expressions considérées par des expressions équivalentes, mais 
plus avantageuses pour le calcul. 

80 . — Nous allons terminer ces généralités sur les expres- 
sions algébriques par quelques remarques sur le choix des 
lettres qui y rentrent. Théoriquement ce choix est complète- 
ment arbitraire, mais dans la pratique il y a certaines règles 
qu'indique l'usage et qu'il est bon de suivre. Prenons une com- 
paraison : il est certain que Ton pourrait faire un volume de 
mathématiques en échangeant partout les deux signes -f- et 
pourvu que la convention en fût faite une fois pour toutes, mais 
cela serait gênant pour le lecteur qui verrait des égalités telles 
que : 3 — /j -H 7. C'est pour des raisons analogues qu'il vaut 
mieux se conformer aux notations généralement adoptées par 
les mathématiciens. Par exemple les premières lettres de Fai- 
phabet : a, 6, c, d, ... servent de préférence à désigner des don- 
nées, et les dernières : x, j, z, /, u, v, iv,... les inconnues. Il y a 
en outre certaines associations de lettres qui sont plus familières 
que d’autres : trois quantités seront désignées, suivant les 
cas, par a, h, c; par /, m, n; par p, q, r; par m, u, iü; par 
x, y, z; etc... L'emploi des majuscules : A, B, C,... des 
lettres grecques : a, [jj 7,... (*), des accents : a'; a\ a"',... 
(que l'on énonce a prime, a seconde, a tierce;,,,), des indices : 

«2, ... a\, aj..., etc., n'est pas non plus indifférent; 

mais nous n’insisterons pas davantage sur ce sujet pour lequel 
la pratique est le meilleur des guides. 

81. Polynômes. — Nous allons étudier maintenant les 
expressions algébriques les plus simples, c’est-à-dire les expres- 
sions entières. Nous verrons ( 86 ) qu’on peut toujours faire 
disparaître les parenthèses et les écrire par suite sous la forme 


(^] Voir à la fin du volume le tableau des lettres grecques les plus em- 
ployées en mathématiques. 
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d’une somme algébrique de termes : 

-H — 3 ax h rr»'‘ — a”* -h px -h (}• 


On les appelle alors des polvnomes entiers, ou, par abréviation, 
des polynômes. Les termes : ; — 3x^3' \ y^\ — 3 ; .... s’ap- 

pellent parfois des inonomes; un polynôme qui n’a que deux 
termcs,comme cix h ou x*" — a’**, est un Innome, et s’il en a 
trois, comme x‘‘ -h px -f- r/, c’est un trinôme. 

Un monome s’obtient donc uniquement ()ar la multiplication 
de lettres ou de nombres. Si l’on remarque que l’ordre de ces 
facteurs peut etre modifié sans changer la valeur du résultat 
numérique, on pourra parfois simplifier la forme d’un monorne : 
c’est ainsi que 

X a- X rt X (— ;$) X X X X X 6 X {—y) X h 
peut s'écrire : 



X 3 X .r X X X X X y X n X X t = 




On écrit toujours un monome comme ci-dessus, avec en tête 
un nombre, positif ou négatif, qu’on appelle le coc^c/V/iV/m/né- 
ri(jiic. (Cependant, s’il y a un radical, on l’écrit le plus souvent 

à la lin : — ah ^ ah \/5 ; ...) Quand oe coefficient est égal 
à 1 , on ne l’écrit pas : â^6*c. 

On appelle deyré (T an monome la somme des exposants des let- 
tres qui y entrent. Toute lettre sans exposant est considérée comme 
ayant l’exposant i . Ainsi x^yab^ est de degré : 3 -f- 1 1 -4- 2 — 7. 

. *> 

Si un monome est réduit ù un coefficient : — ~ par exemple, il 

est dit de degré zéro. 

Le deÿi'é (V un polynôme est celui du terme qui a le plus fort 
degré : — — ix^ + ay^ b -h — 6 est du quatrième degré. 

Un polynôme est homogène si tous ses termes sont de même 
degré ; — — 3 ax® -4 - -t- a^x est homogène et de 

degré 4- Un polynôme est symétrique par rapport à deux lettres 
a; et y si l’on peut les permuter sans changer le polynôme : 
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a?* — 2a*x}' - 4 - est symétrique en x et y et est de plus homo- 
gène et de degré /|. 

82. — Nous avons vu qu’on pouvait parfois sinipliGer la 
forme d’un monomeen groupant convenablement les leltres. On 
peut de même simplifier un polynôme en réunissant les (crmcif 
semblables, c’est-à-dire ceux qui ne dilTèrent que par leurs 
coefficients niiinéiiques, eteneflectuant leur somme algébrique. 
C’est ce qu’on appelle rA/mVc les lerrncs semblables. Ainsi dans : 

4- — ^x^y 4- Sx'^ — — æy “ 4- 2x'^y 

et — Sx'" sont des termes semblables, il en est de meme de 
— 3x-y ; — -5x*y ; aæ^y et aussi de xy^ et — xy^. Rapprochons 
CCS termes pour pouvoir clTectuer leur somme algébrique : 

— 3x2y 4 ~ rry 2 — 5ir^y 4~ — xy^ 4- 2 x‘^y 

= yx* — Sx^ — 3x-y — ^x^y 4 - 2 x*y 4~ xy — xy‘^ 4 - 
— {y — 8)x^ -4- ( — 3 — 5 -h 2 )x^y -4- ( i — i Vry^ 5.7-^ 

= — X* — 6,t\v -J- 5x^ , 

Il faut être familiarisé avec ce genre de simplUications, qui est 
d’un emploi fréquent en algèbre. 

Il arrive souvent que dans un polynôme, M y ait une seule 
lettre, ou bien que l’on considère une des lettres qui y entrent 
à l’exclusion de toutes les autres : il est alors commode d’écrire 
les termes de ce polynôme dans un ordre tel que les exposants 
de celte lettre, dans les divers termes, aillent toujours en dé- 
croissant, ou toujours en croissant. On dit alors que le poly- 
nôme est ordonné suivant les puissances décroissantes ou cmis- 
santés de celte letti'e. Ceci facilite la réduction des termes 
semblables ; le polynôme : 

y æ’- — 4^’‘ — -4- — x^ 4- x** — 2 X“ 4- x^ — 8x — 5x‘^ 4~ 3 

peut s’écrire ; 

— 4- yx} — x^ — 8x-^ 4- X® 4“ x^ 4- yx ^ — 2X^ — bx^ — 8x 4- 3 

= — ix> 4- 6x* — 6x3 — g^ ^ 
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Sous cette forme, il est ordonné suivant les puissances dé- 
croissantes de X. Il serait ordonné suivant les puissances crois- 
santes sous la forme : 3 — 8x — 6 a;® -h 6 a;^ — 4^®. 

De même le polynôme homogène : 

4a;® — -4- a*y* — y® 

est ordonné suivant les puissances décroissantes de x et suivant 
les puissances croissantes de 3 '. 

Le der/ré d'un polynôme en x est l’exposant de la plus haute 
puissance de x qui y entre, après réduction des termes sem- 
blables, s’il y a lieu : 

ajv x'^ — x-- -f- aar^-* — 1 -f- 3a;^ = x® -h — 1 
est du troisième degré en x. 

Enfin on appelle parfois polynôme complet en x un poly- 
nôme ordonné dans lequel l’exposant décroît constamment d’une 
unité d’un terme h l’autre, le dernier terme ne contenant pas la 
lettre considérée : 

x® — mx* -h X — 1 a® — 2 a^b 4 - a — 3 

sont deux polynômes complets en a; et a respectivement. Par 
contre x^' — 3a;® 4- * 2 x — i est un polynôme incomplet. 

83 . Somme algébrique des polynômes. — Un polynôme 
étant une somme algébrique de monornes, c’est-à-dire en 
définitive de nombres positifs ou négatifs, il suffit pour faire la 
somme algébrique de plusieurs polynômes ou monornes 
d’appliquer les règles déjà données pour la somme algébrique 
des nombres positifs ou négatifs (69). Par suite, on ajoute un 
polynôme à un autre polynôme en recopiant tous ses termes avec 
leurs signes ; on le retranche en le recopiant après avoir changé 
tous les signes : 

( 2 a® 6 — xy* 4 - 3) — ( 7 X® 4- aàc® — 7 *) (3y — ( — 7 y) 4 - {^^x — 3) 

= — xy® 4-3 — 7 X® — atc* 4-y® 4- 3y* 4 - 7 y 4-4^ — 3. 
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La somme de plusieurs polynômes et monomes est donc en 
général un polynôme, Il peut y avoir cependant des réductions 
de termes semblables, et la somme peut se réduire à un mo- 
nôme, comme dans le cas suivant : 

( 3 a:® — 4- 7a: — 3 ) — ( 3 a:® -j-ga: 4- G) -f- ( — 3 a:® -h 2X -f- 9) 

= 3x® — 4^* 4 - 73 : — 3 — 3a:® — 9 a: — G — 3.t® h- ax 4 - 9 
= 3a:® — 3 x® — l^x^ — 3x® 4 - 73 : — 9x4- 2 X — 3 — 64-9“ — 7 X®. 

Le plus souvent les polynômes que l’on ajoute sont ordonnés 
par rapport aux puissances décroissantes ou croissantes d’une 
même lettre comme dans l’exemple ci-dessus. On dispose alors 
l’addition comme en arithmétique, les diverses puissances de x 
étant les unes au-dessous des autres; tout polynôme à retran- 
cher est recopié après changement de tous les signes ; le dernier 
exemple donne ainsi l’opération suivante : 

3 x® — 4^^ 4-7»^ — 3 

— 3 x® — 9X — 6 

— 3 x® 4- 2x 4- 9 

_ „2 

— nx- 

84. Multiplication des polynômes. — Le produit de deux 
ou plusieurs polynômes ou monomes est évidemment une 
expression algébrique entière : le produit de oc — a par 
ax® 4 - 4- c s’écrit (oc — a) (cix~ 4- hx 4- c). Nous allons 

voir que, dans une telle opération, on peut faire disparaître les 
parenthèses et se ramener «1 un seul polynôme. 

Examinons d’abord le cas particulièrement simple où les 
polynômes sont réduits chacun à un terme. On voit immédiate- 
ment que le produit de deux ou plusieurs monomes est un nou- 
veau monome dont le signe extérieur^ le coefficient numérique cl 
les exposants des lettres qui entrent s'obtiennent d* après les 
règles déjà données (72). Le produit des trois monomes 

— I ocy® ; ibxy^z ; — ^ x^z^ est : 

( — 1 ) * ’ ( — 2 ) * ~ 
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On voit que le degré du produit est la somme des degrés des 
fadeurs. 

Considérons maintenant te cas où Ion multiplie un poly- 
nôme par un mononie. Il suffit d appliquer les règles concer- 
nant la multiplication d’une somme algébrique par un 
nombre (72) : on multiplie successivement chacun des termes du 
polynôme par le monome considéré^ en tenant compte de la rhgle 
des signes. Le produit est donc un polynôme ayant autant de 
termes que le premier : 

- 5ir‘^ -h .'lac — 2 ) ( — 2 j**) — (4^^) ( — -h ( — ox^) ( — 2 X'^) 

-f- (3x) ( 2.7!^) -f- ( — 2 ) ( — 2X^) = — - f- 1 — 6 

On peut disposer roi)ération comme il suit : 

4x^ — 5.r* -f- 3x — 2 


— -h loar'" — -h /\x'^ 

On voit sur cet exemple que, si le polynorne donné est or- 
donné, il en est de même du résultat, et enfin que le degré du 
produit est la somme des degrés des deux facteurs. 

85. — Passons maintenant au cas général. 11 sullira de 
savoir calculer le produit de deux polynômes pour pouvoir 
enéclucr de proche en proche le produit d’un nombre quel- 
conque de polynômes. 

On clïectue le produit de deux polynômes comme le produit 
de deux sommes algébriques (72) : on multiplie le premier po- 
lynôme successivement par les divers termes du second^ et Ion 
effectue la somme algébrique des produits partiels ainsi obtenus : 

(n* — rrj) (x- — ah)— (a* — xy) (x^) 4- (a^ — xj) '( — ah) 

— xy — 4- xycib. 

Ordinairement on considère des polynômes ordonnés et Ton 
dispose alors l’opération comme en arithmétique, chaque pro- 
duit partiel occupant une ligne distincte et les mêmes puissances 
de X étant toujours les unes au-dessous des autres. On a effectué 
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ci-dessous là multiplication de 3.r^ — }- y.r — 1 par 

- — 2 X H- 7 : 

30*^ — 4 -r* -f- 7 .T — i 

— 3 rr- — 53 ? 4- 7 

— gar* -f- 123 **^ — 2 13 ^ 4- 33-^ 

— () 3 ?* 4- 83*'* — 143:^ 4- ax 

2 îx^ — 28.r- 4 " 49^ — 7 

— 4 - -f- 83 ^ — 39 .r“ -h — 7 

Si les deux polynômes ne sont pas complets, il laut en tenir 
compte pour que les puissances de x soient bien neanmoins à 
leur place, de façon k ce que dans tous les cas la réducliou des 
termes semblables se fasse immédiatement au produit : 

— Sa? 4 - 1 

4 x* — 3*^ 4 - i 

283?® — i 2 x^ 4- 

— 7x‘^ 3x^ — X- 

7a? ’ — Sx -f- I 

28x” — 7x^ 4 - 73?^’ — - lax'*^ 4- 7x^ — x- — Sx 4 - i 

Il y a quelques remarques immédiates (jue l’on peut laiie sili- 
ces opérations : le produit des termes de plus fort defjré en x 
dans les deux polynômes donne, sans aucune rédaction, le terme 
de plus fort degré du produit; il en esl de mémo [lour les 
termes de plus bas degré. On en déduit que le produit de rlcux 
polynômes a au moins deux termes et n'est donc pas un mo- 
nôme, et de plus que, ici encore, le degré du produit de deux 
polynômes est la somme des degrés des deux facteurs. 

86. — Les règlesqui précèdent permettent, commenous l’avons 
déjà dit, d’écrire dans tous les cas une expression entière sous 
la forme d’un polynôme : 

{a 4- by 4- (« — by = (a b) (a -i- b) -h {a — b) (a — b) 

= (a^ 4- tàab 4 - à‘^) 4- — 2 ab 4- b^j 

— 2 a^ 4 “ aà* 
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OU encore : 

^(a * f“ 6)* — (a — 6)* = (a* -4- 206 -f- 6*) — {a^ — 206 4- 
— kab 

De telles égalités sont des identités et Ton peut remplacer les 
signes = par 

Certaines identités, particulièrement simples, sont fréquem- 
ment utilisées en Algèbre pour simplifier les calculs. >îous 
avons déjà donné les trois suivantes, sur Timportance desquelles 
nous ne saurions trop insister (9, 73) : 

(a -h hY = -f- 2 a 6 

[a — by = — lah -h 

{a -4- b) (a — 6 ) = a* — b‘^. 

En voici quelques autres, qui ne sont pas employées aussi 
souvent, mais qu’il est néanmoins bon de connaître : 

(a 4 - by = a*» -f. 3a26 -h 4- b'^ 

(a — by = — 3 a ^6 4- 3 a 6 ^ — 6 ^ 

(a -h b) (a^ — a6 H- 6*) = //* 

(a — b) (a‘^ -h ab - 4 - b^) = a^ — b'^ 

(a — 6) (a^ -i- a^b 4- ab^ -+- b^) = 

OU, plus généralement, m étant un entier quelconque : 

(a _ b) (a*'» 4 - a'”-* 6 4- 4 h- è'»') = — 6’»+* . 

Enfin citons ridcntité de Lagrange, facile à vérifier : 

(«2 4 - 6 *) («2 4 P) = (aa 4 b^y 4 (ap — bn)K 

87. Division des polynômes. — Le quotient de deux po- 
lynômes est en général une expression fractionnaire : le quotient 

de (x — a) par (x — b) est -- ■ Mais il y a des cas où une 

telle expression est entière : le quotient de x — a par x — a 
est I. 

Examinons d’abord le cas de deux monomes, par exemple 
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^ a^b^c 

et — a^fc. Le quotient peut s'écrire: . On ne 

— a^b 
10 

change pas la valeur numérique du quotient en divisant (38) 
les deux termes par a®, et cela quelle que soit la valeur 
numérique de u, pourvu qu'elle ne soit pas nulle. De même, 
on peut diviser, haut et bas, par b, et enfin effectuer la 

division de | par ce qui donne 4> et l'on trouve ainsi pour 

quotient le monome entier ia^b^c. Nous laissons au lecteur le 
soin de démontrer que, de façon générale, le quotient de deux 
monomes entiers nesl lui-même un monome entier que si cha- 
cune des lettres qui entrent dans le second monome se retrouve 
dans le premier, avec un exposant au moins égal (90). 

On en déduit que le quotient d'un polynôme quelconque par 
un monome ne peut être un polynôme que si tous les termes 
sont divisibles séparément par ce monome. Le quotient de 
\ 

3a^bc^ — J a^bc^ -f- a^*b^c^d^ -4- arbe par à^bc est : 


-n^bc^ - 4 - cê'b^c^d^ - 4 - ci“bc 


Waj^bc^ 

a^bc 


dWd^ a^bc 
a^bc ^ a^bc 


— Mc — ^ - 4 - a^bed^ - 4 - 1 . 

D 


Uemarquons que, par suite, le polynôme donné pouvait 

A 

s’écrire : d^bc{3ac — c^ -f- a^bed^ i)* Effectuer un tel cal- 
cul s’appelle mettre en facteur commun le terme aH)C. On 
aurait pu mettre en facteur également a^; h; bc; abc; ... ou 

même 3abc ; ^ ac ; . . . avec des facteurs numériques quelconques. 


88 . — Il est plus difficile, dans le cas général de deux poly- 
nômes quelconques, de trouver, quand il existe, le polynome- 
quotient. Nous allons, pour traiter ce cas, prendre comme 
exemple la division de a ix'' x^ — — jox^ — ^x lo 

par jx^ — 20 ?^ 4- x — 5. 
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iSous allons donc cliercber, en admettant que cela soit posr- 
slble, un polynôme qui^ multiplié \>ar yæ* — -{-a; — 5 > 

reproduise le dividende. Dans une telle multiplication, les termes 
de plus fort degré des deux facteurs donnent par leur produit 
le terme de plus fort degré du produit ( 85 ). Par suite, le terme 
de plus fort degré du quotient est le quotient de 2 1 x ’ par 7 
soit ox‘^. On peut disposer au fur et à mesure les calculs de 
façon analogue à ce qui se fait en arithmétique : 


21 . T® 

4- rc* — 

- 

- l(».T- — yj* -4- 10 7.T® - 

- 2.T“ -4- X — 5 

2 

1 

+ 

- 

- i 5 x“ H 

- X — 2 



-4- 

5.r^ — 

JX -h 

10 

yx^ — 2X^ 

-f- 

X- 

5.r 


— 

-h 

— 

‘IX — f- 

10 

— \,ix^ 

- ! • 

4x2 __ 

•IX -f* 

10 


O 


Il est commode, pour bien comprendre ce qui suit, de consi- 
dérer 2ix‘‘ -! x'" — i 3 x’‘* — TOx‘^ — yx 10 comme la somme 
algébrique des produits partiels de yx’’ — 2x‘^ -f- x — 5 par 
les divers termes du quotient. L’un de ces termes étant ici 
connu ; le produit partiel correspondant peut se calculer, 
et Ton trouve : iix' — Ox' -H 3 x'* — i^x", qui, retranché du 
dividende, donne le reste : yx^ — ilix" - 4 - 5 x“ — yx -i- 10. 
Ce nouveau pal v nome est donc la somme algébrique des autres 
produits partiels, c’est-à-dire des produits des divers termes 
inconnus du quotient par le diviseur. On peut par suite recom- 
mencer, pour ectlc seconde partie du quotient, le meme rai- 
sonnement que pour le quotient entier, en divisant yx^ par yx®, 
ce qui donne le terme suivant du quotient : x. En continuant 
ainsi, on verra que l’opéra lion se termine et donne pour quo- 
tient 3 x* - 4 - X — 2 . 

Dans la pratique, on dispose les calculs de façon un peu 
différente : pour faciliter la soustraction des produits partiels, 
on change de signe tous leurs termes avant de les écrire, ce qui 
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donne lopéraüon ci-dessous, 

2 ix^' -4- — i 3 a;^ — lox^ — 7a? 4- 10 x — 5 

— 2ix^ -4- 6x^ — 4 - ibx^ 3a:2 _l_ — o 

^x^ — 1 6a;^ 4- Sx* — jar 
— jx* 4 - 2 a*’ — .r^ 4- 5a? 

— i4^'^ 4- 4^'*^ — 2 a: 4 - 10 
1 ix^ — ix^ -h ‘2X — 10 

O 

89 . — Nous avons dit qu’une division n’est pas tou- 
jours possible. Essayons comme précédemment de diviser 
4- 5 aî^ + 9 *^ — 2 par jx^ — 20;“ f x — 5 : 

jx'’’ — i (kr’^ 4- 5 x‘* -4- ()x — 2 7a:'‘ — 2X^ 4 - x — 5 

— - 4 - aar’ — X“ ■ f- bx x — 2 

— i4ar* 4-- 4~ if\x 

\4x^ — 4x^ 4- aar — 10 

16a: — 1 U 

On voit que lopération peut se continuer tant que les restes 
partiels sont de degrés supérieurs ou égaux au degré du divi- 
seur, mais elle s’arrête dès que l’un d’eux itix — 10 est de 
degré inférieur au diviseur. La division est impossible au sens 
précédent du mot. Tout ce que roii peut dire, c’est que, si 
de jx^ — iGa?'^ H 5 a;- 4-90; — 2, on retranche le produit du 
diviseur par x — 2, il reste i 6 x — 10, ce que l’on peut écrire ; 

— 1 6 x^ 4 - 5 x* 4 “ 9 ir — 3 — (70*^ — 2,T^4-ar — 5 ) (x — 2)4 (iGx — i o ). 

On peut en déduire la définition suivante : étant donnés deux 
polynômes A et B, on appelle quotient Q et reste R de la divi- 
sion de A par B, deux polynômes Q R tels que ton ait identi- 
quement : A = BQ 4 - R, pourvu que le deqré de R soit inférieur 
à celui du diviseur B. On démontre d’ailleurs qu’il n’y a jamais 
qu'un polynôme Q et un seul, un polynôme R et un seul répon- 
dant à ces conditions. 

Dans le cas particulier où R est nul, on retrouve la définition 
de la division comme opération inverse de la multiplication. 
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Le lecteur remarquera Tanalogie de ces deux définitions de 
la division avec celles que l’on donne en arithmétique pour les 
nombres entiers ( 10 ). 

90. Exposants négatils. — Nous allons reprendre pour 
l’examiner en détail le cas où la division de deux raonomes 
entiers ne conduit pas à un nouveau monome entier. Supposons 
d’abord qu’il n’y ait qu’une seule lettre, et cherchons à diviser 

a’” par a**. Le quotient peut s’écrire - - . Si rn est supérieur à n, 

on peut diviser par a" les deux termes et Ton trouve 

Par exemple : = a*. 

Si m est inférieur à n. on pourra diviser par a’" les deux 

1 et® l l 

termes et l’on trouve ; ~ . Par exemple = à» • 

Pour avoir des notations générales, on admet que, dans tous 

Qtn 

les cas, ~,i pourrait se représenter par a””", ce qui, lorsque m 
est intérieur à n, donne pour a un exposant négatif : ^ sera 

rcpvé 3 enté par a-® qui est égal à ^*3 . Donc, par définilion, élever 

un nombre à une puissance négative — p revient à prendre l'in- 
verse de : 



On a toujours le droit de prendre arbitrairement une défi- 
nition et d’introduire une notation nouvelle, mais il serait 
maladroit de le faire sans savoir si cette définition et cette no- 
tation sont commodes. Dans le cas présent, il y a des règles 
simples que suivent les exposants ordinaires, ou exposants po- 
sitifs, telles que les règles exprimées par les égalités (73) : 
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La nouvelle notation ne sera avantageuse que si ces règles 
peuvent encore s’appliquer, j> et y étant indilTérenunent positifs 
ou négatifs. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’il en 
est bien ainsi dans tous les cas, nous bornant à montrer par 
exemple que Ton a, avec deux exposants négatifs : 




aPK 


En effet : 

{a-py^ 


{ap) y 1 1 


aP^. 


[apy 




Un cas particulier de l’égalité — = est celui oii m = n. 

Le quotient est alors i, et l’on est ainsi conduit à poser 
I =z= = a®. C’est ce que l'on fait en disant : tout nombre 

élevé à la puissance zéro est égal à un. Ici encore, le lecteur 
pourra vérifier que cette notation est soumise aux mômes règles 
de calcul que les exposants non nuis. 

Cette introduction des exposants négatifs permet de simplifier 
l’écriture du quotient de deux monomes. Par exemple Ic.quo- 
3 2 

tient de ^ ab^c^ par — ~ a'^bx^y s’écrit : 


3 


ab^c^ 




i_5 fcV 
8 a^x^y 


i5 




Mais il faut remarquer que, bien qu’il n’y ait pas de lettres au 
dénominateur, le quotient n’est pas pour cela un monome entier. 


Exercices — Bf” 114, 115, 116, 117, 118, 119, 180, 121, 122, 
128, 124, 126, 126, 127. 128, 129, 130, 131, 132. 398, 485. 


A. Sainte-Laguo. 
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CHAPITRE ni 


ÉQUATIONS ET PROBLÈMES 
DU PREMIER DEGRÉ 


01. Equations. — Résoudre un problème, c’est trouver un 
ou plusieurs nombres demandés par l’énoncé. Tout problème 
jwut se traduire en général par des égalités appelées équations 
dans lesquelles entrent les données, et les quantités à calculer 
que l’on appelle des inconnues. Si l’on cherche par exemple 
deux nombres connaissant leur somme 7,94 et leur différence 
3,8G, on a entre ces deux nombres que nous désignerons par 
iC et y les équations : 

X y = 7,94 

X — y — 3 , 86 . 

Choisir les inconnues et écrire de telles égalités c’est mettre 
le problème en équation ; trouver les valeurs numériques des in- 
connues, c’est résoudre les équations. Enfin, vérifier que les 
valeurs trouvées sont bien des solutions du problème proposé, ce 
qui n’a pas toujours lieu comme nous le verrons, c’est faire la 
discussion du problème. 

Nous étudierons d’abord la résolution des équations en nous 
bornant à des cas simples. 

Les équations peuvent se présenter sous des formes très va- 
riables : il peut n’y avoir qu’une seule inconnue x comme 
dans ; 

2x - 4 - a = ^x X = a x^ — 32 2 * = 32 
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a et fe étant des nombres supposés connus. Il peut y avoir plu- 
sieurs inconnues a?, y, r,.. et plusieurs équations pour un même 
problème : 


P -*-7 = 7-94 J 
lx-y = 3M I 


X-hy V^Q -h\/b y Z=1 2Z 

X — y s'a — \^h ^ a* -f- 2 == 4 


{^x^ — — az 

{ X — \iz - 4 - />. 


On dit^ suivant les cas, que Ton a à résoudre un système de 
1 , 2 , 3, /il - - équations à i, 2, 3, inconnues. 

Nous nous bornerons presque exclusivement aux équations 
dans lesquelles les inconnues entrent sous forme rationnelle. 
Elles sont dites entières quand les inconnues n’y entrent pas en 
dénominateur : 


2X -f- a =r = 32 


^X-hy 7,94 

(x — y — 3,8() 


sont des équations entières, tandis que le système : 


i 

l 


xy^ — b y' a 

rr y y'ü -hs/b 

x—y ~ ^â-^s/b 


est simplement rationnel. 

En général, une équation ou un système d’équations n’est vé- 
rifié, comme nous le verrons, que pour un petit nombre de 
valeurs numériques données aux inconnues, valeurs qui forment 
un système de solutions. C’est ainsi que x — 5,1)0, y — 2,o4 
forment un système de solutions pour les équations : 


^ X -h y = 7,94 
Il a; — y — 3,86. 

Cependant il arrive parfois qu’un système d’équations com- 
prenant une ou plusieurs équations est indéterminé. Tune des 
inconnues pouvant y prendre une valeur numérique quelconque : 
X ~ y est une équation vérifiée pour une valeur quelconque 
donnée à x, pourvu que l’on donne à y la même valeur. De 
même {x — i) (x -h i) — i est une équation indéter- 

minée, puisque c’est une identité ( 79 ). 
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Il arrive aussi qu’un syslcnie d’équations est impossible, lors- 
qu’aucune valeur des inconnues ne peut le vérifier. Ceci a lieu 
pour le système : 

^ ac -t- y = 7,94 
( X -l-y = 7,95 

la somme de deux nombres ne pouvant avoir deux valeurs 
difl'érentes. De même ar' = — i c.st une équation impossible, 
un cane étant toujours positif ou nul ( 73 ). 

92. Transformation des équations. — On dit que deux 
équations sont équivalentes lorsque toutes les solutions de t une 
vérifient l'autre, et inversement. C’est ainsi que x — J = o et 
x — y sont deux équations équivalentes. On définit de façon 
analogue deux .<iystèmes équivalents. 

Pour résoudre une équation ou un système d’équations, on 
se ramène à l’aide de transformations convenables à une équa- 
tion ou à un système équivalent dont les solutions soient évi- 
dentes. C’est ainsi que l’on transforme comme nous le verrons 
le système, a? y = 7,9/4; x — y = 3,96 en x = 5,90; 
y=2,o/|, système équivalent dont les solutions sonten évidence. 

Nous allons étudier les principales transformations que l’on 
peut faire subir à une équation ou à un système d’équations. 

Si l'on ajoute, ou si l'on retranche, aux deux membres d'une 
équation une même quantité, on obtient une seconde équation 
équivalente à la première. Prenons par exemple l’équation 
2X-+-5 = — qx — 4 . Pour toute valeur numérique donnée à x : 
X = — I, X = 2, .. les deux membres de cette équation <!c- 
viennent suivant les cas des nombres égaux ou inégaux : pour 
X = — I, on a 3 et 3 ; pour x = 2, on a 9 et — 18, etc... 
L’addition d’un même nombre, par exemple — 5 ou qx, pour 
X— — I, ou 2,... donne dans le premier cas une égalité et 
dans le second une inégalité. L’équation nouvelle est donc bien 
équivalente à la première, puisqu’elle admet comme solution 
toute solution de la première, et que toute valeur de x ne véri- 
fiant pas la première ne la vérifie pas non plus. 
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L addition de — 5 , puis de 75?, donne ici : 

-H 5 — b •jx — — *]x — 4 — 5 -h 7 .r 
OU encore 90? = — 9. 

Cet règle permet en particulier de faire passer d’un membre 
dans l’autre un terme quelconque d’une équation. C’est ce que 
l’on a fait pour 5 et — On voit que, lorsqii on fait passer un 
terme d un membre dans Vautre^ il faut avoir soin de changer 
son signe. 

Cette même remarque permet, ce qui est souvent utile, de 
grouper tous les termes dans un môme nombre. L’équation : 

— x^ -h yx — 3 = — -4 - ç^x — 4 

peut s’écrire : 

2x^ — x^ — 9X -h 7 a: H- 4 — 3 ” O 
ou après réduction : 

X^ 2X l — 

Toute équation entière pourra ôtre mise ainsi sous forme d*un 
polynôme égalé à o; on appelle alors degré de térjiiation le 
degré de ce polynôme ; l’équation précédente est du second 
degré. 

93 . — Si l'on multiplie.^ ou si F on divise, les deux membres 
dune équation par un même nombre, on la remplace par une 
équation équivalente. Nous verrons d’ailleurs qu’il y a une res- 
triction très importante à faire à cet énoncé. 

Prenons l’équation 90? = — 9. L’égalité numérique qu'elle 
représente pour une valeur de x convenablement choisie est 
encore vérifiée si l’on multiplie ou si l’on divise les deux mem- 
bres par un nombre quelconque. Divisons-les par 9:0: = — || 
ou a: = — 1 . 

Cette règle permet de chasser les dénominateurs lorsqu’il y a 
des coefficients fractionnaires : l’équation 

w 7 X 5 

3 4 12 6 
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devient après multiplication des deux termes par 1 2 : 

Sx — 21 = X — 10. 

Ceci permet encore de rendre entière une équation qui contient 
des fractions rationnelles. Prenons Téquation 

1 1 


multiplions les deux termçs par (x — i) — 3 ) : 


ou 


(x — 3) -h (æt — i) O 

2X — 4 == O. 


Si Ton ne prend aucune précaution pour les faire, ces calculs 
ne sont pas toujours légitimes. 

Prenons en effet l’équation donnée sous la forme abrégée 
A = 0 et supposons que Ton multiplie les deux termes par une 
certaine quantité B; l’équation devient AB = 0 . Il est bien 
évident que, si pour certaines valeurs données aux inconnues 
i’équation A — 0 est vérifiée, il en est de même de l’équation 
AB = 0 , un des termes étant nul; mais si, réciproquement, AU 
est nul, cela ne veut pas dire que A le soit : il peut arriver que 
ce soit U. Le théorème suppose donc essentiellement que B soit 
différent de zéro, tout au moins pour les valeurs numériques 
des inconnues que Ton obtient comme solutions de A = O. 
C’est ainsi que les équations x = i et = x ne sont pas équi- 
valentes, la seconde étant vérifiée pour x — o qui ne vérifie pas 
la première. 

Il ne faut pas non plus que B ait un dénoTninateur qui puisse 
devenir nul pour les valeurs considérées des inconnues, car on 
ne peut pas définir la valeur correspondante de B. On dit alors 
que B devient infiniment grand ( 147 ). 

Prenons par exemple Téquation x — 1=0 dont la solution 

•est X — I , multiplions les deux termes par . On a : 

X 1 

5C I ' Q 

ix — i) ^ = O ou encore : x — a = o qui n’est plus vc- 
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rifié pour x — i ; cela tient à ce que, pour x ~ i , le facteur 
par lequel on a multiplié les deux termes est infiniment grand. 

En résumé, on na le droit de multiplier les deux nombres 
d'une équation par un même facteur que si ce facteur ne devient 
ni nul ni infiniment grand pour les valeurs numériques que 
l'on donne aux inconnues. 

Dans la pratique, on néglige parfois cette restriction, mais 
alors on s'assure que les racines obtenues vérifient bien féqua- 
tion proposée- 

Ces diverses remarques nous suffiront pour la résolution de 
réquation du premier degré à une inconnue. 

94. — Si dans un système d* équations on modifie l'une d'elles 
en lui ajoutant membre à membre une ou plusieurs autres équa- 
lions du système, on forme un nouveau système équivalent au 
premier. Prenons d'abord pour simplifier les raisonnements un 
système ne comprenant que deux équations : 

kX ^y = 7 » 9 l 
^ X — y — 3 , 86 . 

Nous allons montrer qu'il est équivalent au système : 

^ .r -f- J = 7,94 

^ {x — y) {x -h y) — 3.86 -f- 7.94 
ou si l’on veut : 


(X -h J = 7.94 

( 20? = 1 1,80. 

En effet, les valeurs de x et y qui vérifient le premier sys- 
tème transforment les deux équations en égalités numériques ; 
il en est par suite de meme pour {x — y) H- {x -h y) 
— 3,86 -f- 7 , 9/1 puisque l'on a séparément a; — 3,86 et 

X -ir y = 7*94* Inversement un système de solutions vérifiant 
X y — 7,94 et {x — y) (x y) = 3,86 7 , 9/1 vérifie 

bien x — y = 3,86. 
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Plus généralement, prenons un système d’équations repré- 
sentées de façon abrégée par : 

A = O B = o C = o D=o 

et montrons qu'il est équivalent au système : 

A = o B = o C = o pA-+-gB-+“mC-haD = o 

p, (/, m, n étant des coefficients numériques, mais n étant essen- 
iiellement différent de o. Cette dernière équation s'appelle une 
combinaison linéaire des quatre premières. Si l’un des nombres 
p, y. m est nul, la combinaison linéaire ne porte que sur 3 équa- 
tions au lieu de 4- De même, si deux des coefficients sont mils, 
elle ne porte que sur 2 équations. 

Supposons pour plus de généralité que tous les coefficients 
p, y, m soient différents de zéro. Le système proposé est suc- 


cessivement 

équivalent à cliacun des systèmes : 

pA == 0 

11 

0 

2 

0 

11 

0 

nD — 0 

ou : 

pA = 0 

11 

0 

0 

II 

0 

pA -i- (/B -i- mC -r ni) = 0 

ou enfin : 

A = 0 

II 

0 

0 

II 

0 

pA 4- çB H- mC 4- aD = 0 


qui est bien le système auquel nous voulions arriver. 

Nous laissons au lecteur le soin d'établir par des raisonne- 
ments analogues à ceux qui précèdent que : si dans un système 
d'équations dont tune d'elles est résolue par rapport à tune des 
inconnues x, on remplace celte inconnue par sa valeur dans 
toutes les autres équations^ on forme un système équivalent aii 
premier. Le système : 

s X = 7,94 — y 
U— J = 3, 86 

pourra ainsi se remplacer par le système : 
s x = 7.94— J 

( 7*94 ~y — y — 7,94 — aj = 3.86. 
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Ces divers principes trouvent leur application dans la résolu- 
tion des systèmes de deux équations à deux inconnues (97). 

95. Equations irrationnelles. — Pour terminer ces géné- 
ralités, nous ferons quelques remarques sur les transformations 
que Ton peut faire subir à certaines équations irrationnelles 
simples pour les rendre rationnelles. Nous supposerons qu'il 
s’agisse uniquement de racines carrées. Lorsqu’il n’y a qu’un 
seul radical il est commode de l’isoler, quand cela est possible, 
dans l’un des membres de l’équation, en se servant des règles 
déjà données pour la transformation des équations. Par exemple : 

4- •2X — i _ J _ 

Î2X H- 1 

s’écrira successivement : 

4- 1 — {2X H- l) = O 

\J 4-20? — 1 = 20? 4- I 

pour toutes les valeurs de x n’annulant 2 x 4- i, c’est-à-dire 
pour X dînèrent de — 

On arrive ainsi dans tous les cas à une équation que l’on 
peut écrire sous forme abrégée : y^A = B. Il peut sembler main- 
tenant légitime de se ramener à une équation rationnelle en 
élevant au carré les deux membres, ce qui donne A = B^. Mais 
ce n’est pas toujours exact. Si, en effet, pour des valeurs con- 
venables des inconnues, A et B ont la même valeur numérique,, 
il en est évidemment de même de leurs carrés A et B^ mais la 
réciproque n’est pas vraie. Si A et B* ont la même valeur numé- 
rique, cela veut dire simplement que leurs racines carrées : v/A 
et B sont égales en valeurs absolues (73) ; elles peuvent avoir 
soit le même signe, soit des signes différents. L’équation 
A = B^ est ainsi vérifiée pour toutes les solutions de v^A = B et 
aussi de — \/X — B. 
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Reprenons l*équation précédente : 

sJ ,\x^ ~h 23 ? — 1 = aac -h 1 . 

Elevons au carré les deux membres, on trouve : 

-f- 2X — 1 = (2X -H i)® = \x^ -I- 4ac 4- 1 

OU en simplifiant : 

-A- 2 =: O 

qui n’admet pas d’autres solutions que æ = — i . 

Ür — I n’est pas solution de l’équation proposée, car les 
deux membres sont respectivement égaux à i et — i pour celle 
valeur de 5C. Au contraire l’équation \/ -f- ix — i = — (2x 4- 1) 
admet bien la solution x = — i . 

En résumé, on voit qu’en élevant au carré les deux termes 
d’une équation on peut introduire des solutions étrangères; 
une solution de l’équation rationnelle obtenue ne doit être con- 
servée que si l’on a vérifié que c’est bien aussi une solution de 
l’équation proposée. 

96. Equation du premier degré à une inconnue. — L^ne 
équation du premier degré à une inconnue peut toujours se 
ramener à la forme : 

ax — h 

a et b étant des nombres connus, ou des lettres représentant ces 
nombres. On peut en effet faire passer les termes d’un nombre 
dans l’autre et par suite grouper tous les termes contenant x 
sous la forme ax et tous les termes connus en un seul 6, 
Prenons par exemple l’équation : 

2X 7 X 5 

3 4 12 6 

Chassons les dénominateurs en multipliant tous les termes 
par 12 : 


8x — 21 = X — 10. 
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Faisons passer tous les termes inconnus dans le premier mem- 
bre et tous les termes connus dans le second : 


8 a: — a: = 21 — lo 

7a: = 1 1 

qui est bien de la forme indiquée. On en déduit x en divisant 
par 7 les deux termes : a: = , ce qui montre que la valeur 

numérique cherchée est ~ = 1,57... 

Blus généralement Téquation ax^b donne de même a? = 
sauf si a est nul; mais alors il n’y a plus d’équation propre- 
ment dite. Dans tout autre cas ^ est la valeur numérique cher- 
chée. Elle est nulle si h = o. 


97. Equations du premier degré à plusieurs inconnues. 

— Toute équation du premier degré à deux inconnues x et y 
peut se mettre sous la forme : 

ax -h by — c 

a, 6, c désignant des coefficients numériques connus. Une telle 
équation ne permet pas de déterminer les inconnues x et y. 
C’est ainsi que, si dans Téquation : 

2 x -h 3j = 5 

on donne à a: la valeur 3, on a : 


ou 


6 -h = 5 


3y = 5 — 6 = — I 


d'où y — — • De même, à toute valeur numérique de x cor- 

respond une équation du premier degré en y et une valeur nu- 
mérique de y. 

Nous allons voir par contre que si Ton se donne un système 
de deux équations à deux inconnues, on en déduit en général 
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un système et un seul de solutions pour x et y. Prenons deux 
telles équations : 

( 2X -h 3y = 5 
' 5x -h 2 y = — 4‘ 

Pour résoudre un tel système, remplaçons la deuxième équa- 
tion par une combinaison linéaire des deux équations données,^ 
de façon à annuler le coefficient de Tune des inconnues : y. U 
sulTit de multiplier la deuxième équation par 4- 3, la première 
par — 2 et de les ajouter, ce qui remplace le système donné par 
le système équivalent : 

^ 2 æ -h 3y = 5 

I — 2 { 2 x -h 3y) 4- 3 (5x -h 2 y) = — 2 (5) 4- 3 ( — 4) 

ou après réductions : 

( arr 4- 3y = 5 
( 1 15C = — 22 . 

La deuxième équation est équivalente à œ — — 11 = — 2 . 
Le système proposé peut donc être remplacé par : 

V 2 x -H 3y = 5 
{ X = — 2 . 

Substituons à x dans la première équation sa valeur numé- 
rique ; on a successivement : 

^ — 4 -h- 3y = 5 
i X — — a 

OU 

(7 = 3 
\ X = — 2 

système équivalent au premier et dont les solutions numériques 
sont en évidence. 

98. — De façon plus générale, et pour pouvoir examiner en 
détail les divers cas qui peuvent se présenter, prenons deux équa- 
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tions dont les coefficients seront représentés par des lettres : 

6, c; al, 6', c' : 

( ax -4- = c 

^ a'x H- ô'j' = c'. 

Si 6 n'est pas nul, on peut coninie dans le cas précédent rem- 
placer la dernière équation par la combinaison linéaire : 

6' [ax -f- hy) — b (a'x -h b'y] = cV — 6c' 

ou après réductions : 

{aV — 6a') X = cb' — 6c' 

qui ne contient plus y. 

Le cas particulier où b — o donne une première équation qui 
ne contient plus qu*une seule inconnue x et Ton est ramené à 
des calculs analogues à ceux qui suivent. 

Dans le cas général, le coefficient a6' — 6u' de x est différent 
de o et l’on peut diviser par ce coefficient, ce qui remplace le 
système proposé par le système équivalent : 

{ ax ->r by ~ c 

\ c6' — 6c' 

f ^ ab' — 6a' * 


On pourrait calculer y de façon analogue, mais Ton peut se 
servir des calculs déjà faits et remplacer x par sa valeur dans la 
première équation qui devient alors : 


a 




c 


équation ne contenant plus que y. Si on achève les calculs, on 
en tire y; on a donc ramené le système proposé au système 
équivalent : 

[ gç' — c g' 

ab' — 6g' 

) cb' — 6c' 

4 ab' — bu! 


qui donne les solutions cherchées. 



126 


ALGEBKE 


Ce calcul suppose essentiellement que aV — fea' ne soit pas 
nul. Sinon le système proposé est équivalent à 

(^ax hy = c 
} cb' — bc' = O. 

Si cb' — bc' est difierent de o, celte dernière équation n*est 
jamais vérifiée. Les deux équations primitives sont dites incom- 
paliblcs, II n*y a aucun système de valeurs de x et y vérifiant à 
la fois les deux équations du système qui est impossible. Si au 
contraire cU — bc' est nul, le système proposé équivaut à la 
seule équation ax by — c. On a vu que, dans ce cas, on peut 
donner à x telle valeur que Ton voudra, y s’en déduisant. Le 
système proposé est dit indéterminé : il admet une infinité de 
solutions. Par exemple on verra que le système : 

( 20? 3j = 5 

C 6o? 4- 9 J = 30 

est impossible tandis que le système : 

^ 20? -I- 3j = 5 
f 6x H- 3y 1 5 

est indéterminé. 

99. — Si l’on a un plus grand nombre d’équations et un plus 
grand nombre d’inconnues, on emploie des méthodes analogues 
à celle qui précède. Si l’on a trois équations à trois inconnues 
X, y, Z, on remplace la seconde, puis la troisième par des com- 
binaisons linéaires telles que Tune des inconnues z ait disparu 
dans les deux nouvelles équations ainsi formées ; ces deux équa- 
tions ne contenant plus que deux inconnues a; et y peuvent être 
résolues. En portant les valeurs numériques obtenues dans la 
première équation qui n’a pas changé, on en déduit la valeur 
de 

En général, il faut avoir autant d’équations que d’inconnues 
pour qu’il y ait un système de solutions, système qui est alors 
unique le plus souvent. S’il y a plus d’équations que d’in- 
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connues» le système est habituellement impossible ; il est indé- 
terminé s'il y a plus d'inconnues que d’équations. Il est, par 
exemple, bien évident que si l’on a trois équations et deux 
inconnues x et y, les valeurs numériques de ces inconnues qui 
forment les solutions des deux premières équations ne vérifieront 
pas en général la troisième. 

100. — La méthode de résolution qui précède n’est pas la 
seule employée en pratique. Nous allons indiquer quelques 
autres procédés. Reprenons le système : 

^ 2 x -h 3y — 5 
( 5rr -f- ay = — 4 

et résolvons la première équation, comme si a? était une quantité 
connue : 

3y — 5 

X = -J. — — 

— a 

puis portons cette valeur de x dans la deuxième équation, qui 
devient : 



On a une équation ne contenant plus que y ; si on la résoud on 
en tire y = 3 qui porté dans la première équation donne = — 2 . 
Cette méthode que le lecteur justifiera sans peine s’appelle 
méthode de sabsiîtution. 

Parfois il est commode d’introduire une inconnue auxiliaire. 
Soit à résoudre le système : 

( î — Z 

)a~ h 
f otx-h Py= Y’ 

Désignons par k la valeur commune des deux premiers rap- 
ports, si l’on y remplace x et y par les valeurs numériques 

cherchées. On a : - = t = ; ou 

a O 


X ■= ak 


y = 6/c. 
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Portons ces valeurs de a; et de y dans la seconde équation du 
système donné ; elle devient : 

a , «fc “h ^ . fcfc = Y- 

Si GUI pb est différent de o, on en tire k — ^ pfc 

suite : 

r — ka= V — /■/> — - --Ï-- . 

oa -+- {i6 ^ ‘ aa + p6 

On peut encore résoudre le système qui précède en formant 
de nouveaux rapports égaux aux premiers (37, 74) : 

X y OiX Py *4“ py 

a 6 «a pè aa -1- pfc 

nu, en tenant compte de la seconde équation : 

? _ y ^ __ jr 

a b cta -I- p6 

d’où Ton déduit les valeurs de x et y. 

101. Inégalités du premier degré. — Lorsqu’une relation 
entre des quantités connues et des inconnues contient des signes 
d’inégalités : > , < (75), on l’appelle parfois une inéquation ou 
plus simplement une inégalité. Résoudre Tinégalitéaj^ >2 — x 
c'est trouver tous les nombres x vérifiant celte relation. C’est 
ainsi que rr = 2 est une solution, mais il n’en est pas de meme 
de a; = I ou a; = O . 

Nous nous bornerons à considérer des inégalités du premier 
degré à une inconnue, en insistant sur quelques précautions 
particulières à prendre pour leur résolution. 

Certaines propriétés sont identiques à celles qui concernent 
les équations et se démontrent de la même façon. C’est ainsi 
que si Ton ajoute ou si P on retranche aux deux membres d'une 
inégalité un même nombre, on la remplace par une inégalité 
équivalente. On en déduit que, lorsqu'on fait passer un terme 
d'un nombre dans Vautre, il faut avoir soin de changer son signe. 
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D'après ceci Tinégalité : 

— 3 x -h 2 > 7a; 7 


s’écrira : 


— Zx — 7a; > — 24-7 ou — lox > 5 . 

Une inégalité peut être modifiée si Ton multiplie ou divise ses 
deux termes par un même nombre. Nous avons vu en effet (75) 
que ; si Von multiplie ou si ton divise les deux termes d\me 
inégalité par un meme nombre m, t inégalité ne change pas de 
sens si ce nombre est positif, mais elle change de sens s il est 
négatif Cette règle est très importante en pratique. Si nous 
l'appliquons à l'inégalité ci-dessus : — loa; > 5, en divisant 
par — 10, il faut changer le sens de l’inégalité : 

.5 . i 

X — ou X 

10 2 


qui est la réponse cherchée. On verra aisément que “ satis- 
fait à l'inégalité : — 3a; -f- 2 < 7X -f- 7 et a; = — ~ à l’égalité 
— 3a; 4- 2 = 7a; -h 7. 

Les calculs à effectuer sur des inégalités sont parfois assez dé- 
licats à cause de la restriction qui précède. Prenons l'inégalité : 


Pour la rendre entière, il faut distinguer deux cas. 

I® Supposons que — a; 4- i soit positif, c’est-à-dire que x soit 
inférieur à i, l’inégalité devient 1 >> — 2X 4- 2, d’où x > - . 
Eh comparant cette condition à l'hypothèse faite, on voit que 
si l’on a ^<;x<:;i, x est une solution. 

2® Si l'on suppose maintenant que x soit supérieur à i , on 
se ramène à l'inégalité i< — 2x4-2, ou condition 

y 


A. Saiate-Laguc. 
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incompatible avec l’hypothèse. Les seules solutions sont don* 
nées par ^ < xci. 

Il y a de même des précautions à prendre dans la résolution 
des inéquations irrationnelles. Nous nous bornerons à énoncer 
la règle suivante : on peut élever au carré les deux termes «T une 
inégalité A > B, si A et B sont positifs. S’ils sont tous deux 
négatifs, il faut changer le sens de f inégalité. Si A et B sont de 
signes contraires, l'inégalité est toujours vérifiée si A est positif 
et B négatif et ne l’est jamais si A est négatif et B positif. 

102. Problèmes du premier degré. — Dans les problèmes 
les plus simples, il n’y a aucune diQicuUé relative au choix des 
inconnues. On prend habituellement comme inconnues une ou 
plusieurs des quantités que l’on demande de calculer ; on les 
désigne par x, y, z,.. Pour mettre le problème en équation, il 
suffit d'écrire sous forme algébrique que l’on a les propriétés 
indiquées par l’énoncé. Il faut avoir soin de prendre un même 
système d’unités : système métrique, système G. G. S., etc., 
(40, 61) pour exprimer toutes les grandeurs dont il s’agit. 

Prenons l’énoncé suivant : un appartement comporte deux 
modes d’éclairage, le gaz et l’électricité. La dépense pour loo 
heures étant de 20 francs dans le premier cas et de 90 francs 
dans le second, on demande pendant combien de temps on 
pourra employer chacun des deux modes d’éclairage, sachant 
que la dépense moyenne pendant les 100 heures doit être o',5o 
par heure. 

On pourrait ici prendre deux inconnues ac et y qui seraient les 
nombres d’heures demandés ; on aurait deux équations expri- 
mant, la première que la durée totale est 100 heures, la seconde 
que la dépense moyenne est de o^,5o par heure. Mais il est plus 
simple de ne prendre qu’une inconnue æ, qui sera l’un de ces 
deux nombres ; supposons que ce soit le nombre d’heures pen- 
dant lesquelles on emploie l’éclairage électrique; l’éclairage 
au gaz servira donc pendant 100 — x heures. La dépense en 
électricité sera x . 0,90 et en gaz (100 — a;) . 0,20. Ecrivons 
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que la dépense totale est de 5 o francs : 

0,90® -J- (100 — ac) . o.ao = 5 o. 

C’est l’équation du problème. Résolvons-la : 

0,90a: — 0,20a; = 5 o — 100 . 0,30 
0,70 a; = 5 o — 20 = .'Jo 

X = — = 42 heures - = 42 heures 5 i minutes. 

0.7 7 

La durée de l’éclaii âge électrique doit donc être de /|3 heures 
environ, et celle de l’éclairage au ga/ de 57 heures. 

103 . — La mise en équation est complètement analogue si 
l’on a plus d’une inconnue. 

Soit l’énoncé : un cycliste va d’une ville à une autre en 
trois quarts d’heure; la route comprend 6 kilomètres de montée 
et 3'“", 5 de descente, la pente étant la même dans les deux cas. 
Au retour il met lo minutes de moins pour effectuer le même 
trajet. Quelle est sa vitesse en montée et en descente ? 

Prenons comme unité de temps la minute et comme unité de 
longueur le kilomètre. Soient x le temps qu’emploie le cycliste 
pour parcourir un kilomètre en montée, et y le temps corres- 
pondant pour la descente. Les équations du problème sont ici : 

( Gx + 3 . 5 y = 45 
j 3 , 5 x -t- 6 j = 3.5 

qui résolues donnent x = 6'“,2i ; y — 2“, 21. Le chemin par- 
couru en une heure serait en montée : = q'‘'", 7O0 et en 

0,21 ' 

descente ~ 2 7''“, 100. 

Le lecteur remarquera que si l’on avait pris comme inconnues 
les vitesses et non les temps employés pour parcourir un kilo- 
mètre, on aurait eu des équations d’apparence plus compli- 
quées. 



i32 


ALGÈBRE 


104. — Un grand nombre de problèmes d’arithmétique se 
traitent simplement par l’algèbre. Nous allons en donner quel- 
ques exemples. 

Dans les problèmes de partages proportionnels on partage 
une certaine quantité S, de façon que les parts soient propor- 
tionnelles à certaines quantités connues a, b, c, ... Si l’on dé- 
signe par X, y, z,.. ces parts, on a pour les équations du 
problème 

X y Z 

â~'h~c 

X -f y -h 2 = S. 

La résolution de ce système est immédiate (100) : on peut 
écrire : 

X y Z X y “H Z -H ... S 

a b c *” a -4- 6 4- c -4- ... a + b 4- c 

d’où les solutions cherchées : 

^ a , S_ b , S ^ c . S 

I ... ^ ^ *** 

L'application de ces formules au problème déjà traité en arilh- 
méticjue (45) est immédiate. 

Les problèmes de sont tous analogues aux suivants : 

Mélangeons \ litres d’un licjuidc de densité a (49) avec B 
litres d’un second liquide de densité 6, ce qui donne G litres 
d'un mélange de densité c. Les relations existant entre ces quan- 
tités sont 

A + B = C 

qui exprime que le volume total est la somme des volumes des 
deux liquides mélangés, et 

Aa -h B6 = Ce 

qui exprime la même propriété pour les poids. 

Si maintenant nous nous donnons quatre des six quantités 
A, B, C, a, 6, c, nous pourrons déterminer les deux autres. 
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Par exemple, si l’on se donne A, B, a, b, on a immédiatement 
pour C et c : 

r, * n L Aa - 4 - B6 Aa + B6 
C = A + B et c = 2 — = • 

Prenons encore le cas suivant qui est un peu plus compliqué : 
on se donne les densités a, b des deux liquides, la densité c du 
mélange et son volume total C : quelles quantités A et B faut-il 
prendre des deux premiers liquides ? A et B sont les deux in- 
connues du système : 

A-+-B = C 
Art -H B6 — Ce 

système qui résolu donne : 

C(c — 6) J. _ C(a — c) 

^ — a — b “ “■ T— b 

C’est dans cette dernière catégorie que rentre le problème déjà 
examiné (46), comme le lecteur le verra aisément. 

108. Discussion. — Lorsqu’on a les réponses numériques 
fournies par la résolution du problème, il reste à discuter, c’est- 
à-dire à s’assurer que ces réponses conviennent à l’énoncé. Il 
peut arriver, comme nous l’avons vu (98), qu’elles ne vérifient 
pas les équations d’où l’on est parti, elles sont alors à rejeter. 
Si même elles vérifient ces équations, elles ne sont pas toujours 
acceptables. Cherchons le nombre de pièces de 5 francs à em- 
ployer pour obtenir un poids de idys'.S (80). On trouve 5 
pièces et demie, ce qui prouve que le problème posé est impos- 
sible. Reprenons de même le problème concernant les deux 
modes d’éclairage d'un appartement (102). Pour une dépense 
horaire de i franc, on trouve j;= ii4 heures environ, alors 
que la durée totale est de loo heures ; cela tient à ce que la 
dépense horaire la plus élevée, correspondant à l’emploi de 
l’électricité, n’est que de o^', 90 . Si l’on se donne une dépense 
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horaire de o'',io, on trouvera x = — 14 heures, ce qui n’a ici 
aucun sens. 

Il arrive que des solutions en apparence inacceptables pren- 
nent une signification si l’on change légèrement l’énoncé. Ceci 
a lieu en particulier dans le cas des solutions négatives, lorsque 
le résultat doit être positif mais qu’il représente une grandeur 
susceptible d’être comptée dans deux sens opposés. 

Supposons, par exemple, que l’on prenne un rouleau de fil 
de fer, de densité 7 , 7 , le fil ayant i"*"'* de section et 100 “ 
de long. Cherchons de combien il faut le raccourcir pour obte- 
nir un poids de 1 kilog. Le calcul donne — 3o mètres environ, 
ce que l’on interprète, comme le lecteur le verra aisément, en 
disant que le rouleau est trop court, et qu'il faut rajouter une 
longueur de 3 o mètres du même fil à ce rouleau pour avoir un 
poids de i kilog. ('). 


Exercices. — N*’ 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 133, 134, 135, 
136, 137, 138 139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 146, 147, 
148, 149, 352, 853, 403, 404, 479. 


( 1 ) .Nous renvoyons le Ictlcur au Chap. VI (143 et suivants) pour l’étude 
graphique de la fonction du premier degré y = ax 6, étude qui se rat- 
tache étroitement à celle des équations du premier degré, et qui en cons- 
titue un complément indispensable; il y verra également comment on peut 
résoudre graphiquement un système d’équations du premier degré à deux 
inconnues. 
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106 . Équations du second degré. — Les principes géné- 
raux de la transformation des équations (02 et suivants) per- 
mettent toujours de grouper tous les termes dans un même 
membre. Si l’équation est du second degré par rapport à une 
inconnue x, on aura ainsi des termes en x^, des termes en x et 
des termes indépendants. La forme générale d’une telle équation 
est par suite ; 

ax^ + bx c = O 

a, b, c étant des coefficients numériques. H y a des cas simples 
dans lesquels la résolution est immédiate. 

Résoudre x’ — 4 — o, c’est trouver un nombre dont le carré 
soit égal à 4 ; H y a deux solutions : x = 2 et x — — 2. 
D’ailleurs ce sont les seules, car l’équation peut s’écrire ( 86 ) : 
(x — 2) (x + 2) = O. Un tel produit ne peut s’annuler que si 
l’un des deux facteurs est nul. De même x* — 3 = o admet 
deux solutions x — ^3 = 1,732.., etx = — t /3 = — 1,732... 

Prenons maintenant l’équation ; x* -f- 4 = 0. On sait que 
( 73 ) le carré x* d’un nombre x est toujours positif, quel que soit 
X, diffèrent de zéro. On en conclut que x* 4- 4 ne s’annule 
jamais. Une telle équation n’a pas de racines. 

Un cas intermédiaire entre les deux précédents est celui où 
l'on a l’équation : x* = o. Elle admet une racine unique x = o. 
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On dit parfois, comme nous le verrons, que c’est me racine 
double. 


107. — Abordons maintenant le cas général, et considérons 
l’équation : 


ax^ -)- 6x + c = O 


dans laquelle a est supposé différent de zéro, sans quoi l’équa- 
tion ne serait que du premier degré. Divisons par a les deux 
termes.dc façon à ramener le coefficient de à être i. 

8 ^ c 

X'* -t- - X H — = O. 
a a 


Pour nous ramener à une forme analogue à celle des équations 

numériques déjà étudiées, considérons x* -t- ^ a: comme le 

commencement d’un certain carré, d’après l’identité classique 
(80): 

(x -t- «)'■* = X® -t- aax a* 

qui devient ici : 



à* 

Ja^ ■ 


On peut alors écrire l’équation donnée sous la forme équiva- 
lente : 


ou 



11 y a ici divers cas à considérer suivant le signe de à* — 4uc. 
I® : à* — fxac > o. Le premier membre de l’équation est 

la différence des carrés de x 4- — et On peut donc 

l’écrire ( 86 ) : 


U / 1 

\ 2 a aa / \ aa 


v/6* — 4^c 


2a 


) = 0. 
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Cette équation ne peut être vérifiée que si l’un des facteurs est 
nul ; on est ramené à deux équations du premier degré qui 
donnent deux solutions : 


— 6 - 4 - — iac 


sa 


X 


„ — 6 — v/6^ — ijac 


sa 


ou en abrégé : 


— 6 ± — 4ag 


X = 


aa 


Le raisonnement montre en outre qu’il ne peut pas y avoir 
d’autres solutions. 


2°; 6® — 4nc< O. On a une somme de deux termes: 

^2 ^(XC • 

toujours positif ou nul, et — qui est positif. Donc, 

quel que soit x, 1 égalité ne sera jamais vérifiée. Il n'y a pas de 
solution. 

30 : — O. Ce cas est intermédiaire entre les deux 

précédents. L'équation se réduit à -f- == o, qui donne 

une seule solution : x — — ^ . On l’appelle racine double parce 

que, dans ce cas, l’équation se ramène à -H ^x 4- ^ = 0 

et que chacune des équations du premier degré ainsi obtenues 

donne la même solution : x = — • 

2 a 


108 . — En résumé, si 6* — iac est positif, F équation a deux 
racines : 

— 64- — iac — b — \/b^ — [^ac 

X " - ' ' X — ■ 

2 a 2 a 

Si b* — àac est nul, ces deux racines n'en donnent plus qu’une 

x — si 6* — 4ac est négatif, il ny a plus de racines. 

Cette discussion montre l’importance du signe de 6® — ^ac, 
expression que nous retrouverons fréquemment dans la suite. 
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Ces formules se simplifient légèrement dans deux cas parti- 
culiers ; si l’équation du second degré est de la forme : 

ax* -t- afe'x -t- c = O 

avec b = 26 ', les racines, si elles existent, sont données par : 

— 6' ± \/6'“ — ac 

a 

Si l’équation est de la forme : + px q — o, le coefficient 

de X® étant I, on a : 

Enfin, on utilise parfois la remarque suivante : si a et c sont 
de signes contraires, leur produit ac est négatif, et 6 ® — ^ac est 
alors positif. Il y a donc toujours des racines dans ce cas. 


109. — Appliquons ceci à la résolution de quelques équa- 
tions. Prenons : 

ax® — gx 4 - 8 = 0 . 

On a 6 ® — /iac = 81 — 64 ~ 17 . Il y a deux racines qui sont : 
4 4 4 


Au contraire si l’on prend : 2 x® — yx 4 - 8, on a 6® — 4ac 
= 49 — 64 = — i5. Il n’y a donc pas de solution. 
Considérons maintenant l’équation : 

(x 4 - 1 )® •= (ax — 2 )*. 

On pourrait effectuer les calculs tels qu’ils se présentent, mais 
il vaut mieux extraire directement les racines carrées des deux 
membres, ce qui donne, comme on le sait, deux cas distincts : 

(x 4 - 1 ) = (ax — 2 ) et (x 4 - 1 ) = — (ax — 2 ). 

La première équation donne x = 3 et la deuxième x = j • 
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Prenons encore l’équation : 

\/x ■+ \ — V^a; -+- 3 = 1 

qui est irrationnelle. Elevons au carré les deux membres : 

(x -+• i) -h (ar 4 - 2) — 2 -t- i \/x 4-2 = 1 

OU successivement en divisant par 2 : 

x4-i=V^a;-f-i .v/x4-2=v/(x4-i)(x-+-a) 
Elevons au carré une seconde fois : 

[x 4- 1)* = (x 4 - 1 ) (a: 4 - 2). 

Au lieu de développer les calculs, nous remarquerons que 
{a;4- i) est visiblement en facteur dans les deux termes. On 
peut alors écrire l’équation : 

(x 4- 1)’ (œ + 1) (x -+- 2) = O 

(x 4- 1 ) [(a; -+- 1 ) — (aî -f- 2 )]= O 

ou enfin 

— (x 4- 1) = O. 

II ne reste qu’une seule racine a; == — i • Mais on a élevé deux 
fois au carré, et — i est peut-ê^ une soluti on étra ngère (95). 
Pour a? = — I, on trouve \/x-\-i = o et y/œ 4 - 2 = \/T— t • 
Donc X — — I ne convient pas. Par contre, on peut voir que 
c’est une racine de chacune des équations : 

\/x4-l — \/x -4 2 = — 1 — y/x4'l — ^x-h 2 = 1 

Y/x4-i4'y/x4-2=i — -t- 1 -f- ^ ^ 

qui conduisent toutes à la même équation : 

(x -h 1)* = (x 4 - i) (x 4 - 2). 

Il est absolument indispensable, lorsqu'on a effectué des éléva~ 
lions au carré, de s’assurer que les racines obtenues conviennent 
bien à Inéquation proposée. 



110. Relations entre les coefficients et les racines. — 

Entre les racines x\ æ" d*une équation ax^ ^^bx -h c — o, quand 
elles existent, il y a deux relations très importantes à cause de 
leur simplicité. Pour les établir, reprenons les calculs déjà faits 
(107) dans le cas où — l^ac est positif, et écrivons l’identité : 


ax^ 


bx - 


= a 


H — .T -4- 




b \/b^ — 4^c 


2a 


2a 




\/¥ 


2a 


2a 




Les quantités entre crochets sont x — x' et x — x\ si Ton 
désigne par x' et x’' les deux racines. On a donc : 

ax^ 4- àx 4- c = a(rr — x') (x — x") 

= ax^ — ax {x' 4- x") 4- ax'x'' 


ou en développant le second membre : 

ax^ -h bx c = a[x^ — x{x^ 4 - x") 4 - x'x"\ 
identité qui se réduit à : 

6a: 4* c = — ax(x' 4- x'^) 4- ax'x’' 


ce qui doit avoir lieu quel que soit x. En particulier pour 
a: =r O : 

c = ax'x" 


et par suite : 

6 = — a (a:' 4- x"). 

En divisant par a, qui est différent de o, on a les deux relations 
cherchées : 


X 


b 

a 



On aurait pu d’ailleurs établir ces relations en calculant direc- 
tement x' 4 - x'' et x'x". 
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Dans le cas où — [\ac est nul, les relations sont encore 
vérifiées si l’on fait x' — x\ ce qui justifie à nouveau la déno- 
mination de racine double appliquée à cette racine. 

111 . — Ces relations sont très remarquables parce qu’elles 
ne contiennent plus de radicaux, tandis que æ' et x’' en 
contiennent. Elles s’énoncent ainsi : la somme des racines 

d'une équation du second degré axr bx c — o est — ^ 

et leur produit est ^ • 

Les conséquences que l'on peut déduire de ces propriétés 
sont nombreuses et nous nous bornerons à en citer quelques- 
unes. 

Deux racines d’une équation ne peuvent être égales et de 
signes contraires que si leur somme — - est nulle, et par suite 

que si b est nul. L’équation est alors 4 - c = o. 

Une racine d’une équation ne peut être nulle que si le pro- 
duit - est nul et par suite que si c est nul. L’équation est alors 
a ^ 

ax^ -h bx = O de racines o et — - • 

Si, dans une équation du second degré, on connaît déjà l’une 
des racines x*', l'autre s’en déduit par la formule : x'' = — ^ — x' 

it ^ 

ou encore : x = ' 

Ces relations permettent également de connaître le signe des 
deux racines x' et x", sans avoir besoin de les calculer. Leur 

produit étant - , elles sont de même signe si - est positif; de 

signes dilTércnts dans le cas contraire (72). On sait d’ailleurs 
( 108 ) que dans cette dernière hypothèse, ac étant négalil, les 
racines sont réelles. 

Si - est positif, le signe commun des deux racines est celui 
de leur somme — - ; si ^ est négatif, le signe de la somme est 
celui de la plus grande en valeur absolue des deux racines (^67). 
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112 . — Pour terminer ce qui concerne les applications de 
ces deux formules, nous allons montrer comment elles permet- 
tent de traiter deux problèmes que l’on rencontre parfçis. 

1® Sachant que les racines x' et x” satisfont à une relation 
f{x', x") — O, les calculer et donner la relation algébrique que 
doivent vérifier les coefficients a, b, c. 

2" Etant donnée une équation du second degré, exprimer à 
laide des coefficients a, b, c, une fonction connue f{x', x") des 
deux racines. 

Sans traiter ces deux problèmes dans toute leur généralité, nous 
allons indiquer sur des exemples quelle est la marche à suivre. 
Supposons que l’on donne entre les racines x' et æ" d’une équa- 
tion : ax^ + 6 a; -f- c = O la relation x' — zx". On peut alors 
calculer x' et x" sans radicaux en se servant des relations : 

a;'=-- 2 x" x'-4-a;"== — - x'x'=-. 

a a 


Les deux premières sont des équations du premier degré à deyx 
inconnues, d’où l’on tire : x' = — la ’ ^ ~ rela- 

tion x' — 23if n’ayant pas lieu en général, a, b, c doivent satis- 
faire à une certaine condition. On l’obtient ici en écrivant que 

C 2 ^^ C 

x' et x“ ont pour produit -, ce qui donne ” â ’ ~ 

Prenons maintenant le second problème en nous bornant au 
cas où /(«', œ") est une fonction symétrique de x' et x", c’est- 
à-dire telle que l’on puisse y échanger a;' et x” sans modifier sa 

forme. Calculons, par exemple, ^ On a ; 

I 1 x' -f- x" 

à? î? “ ' x'x' ■ 

b c 

Mais : x' -h x" = — - ; cdaf = - et, par suite : 
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Si, de façon analogue, il fallait calculer : (x' — x')*, on aurait : 

(cd — x")* = -t- x"* — 2 x'x" = (x' -+■ x")* — 

et par suite : 



Si x' = x", on retrouve la condition : 6* — = o. 

113. Trinôme du second degré. — Une inégalité du se- 
cond degré peut, en général, se ramener à Tune des deux 
formes 

ax* 6x -f- c > O ax* -|- fcx -)- c <; o. 

Résoudre une telle inégalité revient à étudier, quand x varie, le 
signe de l’expression ox* -t- bx c, que l’on appelle trinôme 
du second degré. Il suffit pour cela de se reporter à une suite 
de transformations déjà données (110), ce qui permet d’écrire : 

I r/ fj y — 4aci 

Distinguons encore trois cas suivant le signe de 6® — fiac : 

1 " 6® — ^ac > O. Cette identité peut s’écrire (110) : 

ax^ 4 - 6x -f- c = rt (x — x') (x — x") 

x' et x" étant les racines de l’équation ax* 4- 6x -f- c = o, ou, 
comme l’on dit, les racines du trinôme. Le signe du trinôme 
dépend alors de l’ordre de grandeur des trois quantités x, x', x". 

Si X est plus grand que les deux racines x' et x", x — x', 
et X — x" sont positifs, et il en est de même de leur produit. 
Si X est inférieur à ces deux racines, les deux facteurs x — x' 
et X — x' sont négatifs ; leur produit est encore positif. Dans 
les deux cas, le trinôme est du signe de a, ou si l’on veut, de 
son premier terme ax®. Par contre, si x est compris entre les 
deux racines x', x’ un des deux facteurs x — x', x — x" et un 
seul est positif, leur produit est négatif et le trinôme est du 
signe de — a, signe contraire à celui de son premier terme ox*. 
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2* 6* — 4ac <0. Le trinôme est le produit de a par une 
somme de deux termes : le premier {x -\- ^ j est toujours po- 
sitif ou nul ; le second est positif; donc la somme est 

positive et le trinôme est toujours du signe de a. 

3" 6® — 4«c = O. On a alors : 

ax® -+- bx -h c = ai X • 

\ aa/ 

Le trinôme est toujours du signe de a, sauf cependant pour la 

valeur de a; : — qui l’annule, 
aa * 


114. — En résumé, si fe® — 4uc est positif, le trinôme est 
du siyne de a, (jiiand x est, soit plus (jrand que les deux racines, 
soit plus petit ; du signe de — a quand x est entre les deux 
racines ; si — 4ac est négatif, le trinôme est toujours du signe 
de a ; si />® — [\ac est nul, il est du signe de a {'). 

Soit par exemple à résoudre l’inégalité ; 

2 x® — 7X -t- 6 > 0 . 


Il y a deux racines : 
7 — 1 _ 3 


4 


7 4 - 1 


= 2 et 


X 


4 


. Donc il faut avoir : 


X > 2 


ou 


Tous les cas ne sont pas aussi simples que le précédent. Pre- 
nons rinégalité : 

\/ 2 X^ — bx — 3 < a; — i . 

Pour que la racine carrée ait un sens, il faut d’abord que le 
trinôme 2 x^ — 5x — 3 soit positif. Or, il a deux racines 3 et 

— ~ • On doit donc avoir aî>3oua?< — 


(‘) Nous renvoyons le lecteur au chapitre VI (159) pour compléter ces 
notions par l’étude des variations du trinôme du second degré et de la 
représentation graphique de cette variation. 
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Si, maintenant, on suppose x< i, c'est-à-dire, en tenant 
compte des restrictions qui précèdent, x — - , on voit que 

l'inégalité est impossible, le second membre étant négatif. 

Si Ton suppose a; > i, c'est-à-dire, à cause des mêmes res- 
trictions, a? 3, on peut alors élever au carré les deux terme» 
de l'inégalité qui devient successivement : 

— 5x — 3 <[ (rc — 1 

— bx — 3 < — 20 ? 4- i 

x^ — 3o? — 4 <C <»• 

Le trinôme — 3a? — 4 ayant comme racines 4 et — i , cette 
dernière inégalité suppose — i <C a? <; 4- Les solutions cher- 
chées sont donc données par 

3<o?<4. 

115. — Un problème analogue à celui qui précède consiste, 
étant donnés une équation du second degré : ax^ -4- bx -f- c = o 
et un nombre a, à classer, par ordre de grandeur, a et les 
racines a?', a?" de l'équation, sans que l’on ait besoin de résoudre 
cette équation. 

Posons pour abréger : 

J (a?) = ax^ 4- 6o? -I- c 

et convenons de designer par /(a) la valeur numérique que 
prend le trinôme quand on y remplace x par a. On a par hypo- 
thèse f{x) — O et /(a?") = O. 

Les résultats qui précèdent montrent que, si 6- — t^ac est 
positif, /(a) est du signe de — a, lorsque a est compris entre 
les racines, et du signe de a dans le cas contraire. Si — /xac 
est négatif, /(a) est toujours du signe de a. Si b^ — f\ac est 
nul, /(a) est du signe de a ou nul. 

On en déduit inversement que : 

I® Si /(a) est du signe de a, il n'y a pas de racines, ou s'il 
y en a, a nest pas compris entre les racines. Le signe de 

A. Saînfe-Laguô 
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— kac permet de savoir dans quel cas Ton se trouw. SU y a 
deux raciTies, on peut se demander si a est plus grand que la 
plus grande ou plus petit que la plus petite. Il suffit de le com- 
parer à un nomlire quelconque compris entre les racines. En 

général, on le compare à — ~ , demi-somme des racines, qui 

est comprise entre .x' et x" . Si a est supérieur à cette demi- 
somme, il est aussi supérieur aux deux racines ; il est par contre 
inférieur aux deux s*îl est inférieur à la demi-somme. 

2‘' Si /(a) est du signe de — a, les racines existent et a est 
compris entre elles. Il est alors inutile de calculer — /iac. 

3 " Si /(a) est nul, a est une des racines. L’autre est alors 

-‘-a(tll). 

Si l’on a plusieurs nombres à classer, on procède de la même 
façon. En particulier, si deux des nombres a et ^ donnent des 
résultats de substitution /(a), /(]S) de signes contraires, on en 
déduit que fun dos résultats est du signe de — a, et que par 
suite le trinôme a des racines. 

Prenons l’équation : — 2x^ -4- i 3 x — 17 — o et cherchons 
à classer les entiers successifs par rapport aux racines, en sup- 
posant provisoirement qu’elles existent : 


..../(o) = — 17 f(l)z=z—y y(2)z=_l 

/( 3)=1 /( 4 ) = -i /( 5 ) = -7.. 

On voit que tous les résultats de substitution ne sont|)as du même 
signe, donc il y a deux racines et, d’après ce qui précède, on voit 
que 3 est entre les racines, que 0,1,2 sont inférieurs aux racines 
et que 4 . 5 sont supérieurs. Les racines sont donc l’une âitre 

a et 3^, et l’autre entre 3 et 4. Leur calcul donne — ^ = 2 . 29 ^.. 


116 . lÊqrMtiotu Itioarries. — On appelle équation bicarrée 
une équation du quatrième degré ne contenant pas de termes 
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en a? de degré impair; une telle équation peut toujours s’écrire 
(xx^ -h fca?* -h c = 0. 

On peut ramener la résolution d’une équation bicarrée à celle 
d’équations du second d^é. Posons ~ y, l’équation de- 
vient : ay^ c = o. Les deux systèmes : 

( ax^ H- bx^ 4- c = ü ^ ay^ -+■ hy -k- g = {) 

( ar* == y y 

étant équivalents, il suflît de résoudre le second. La première 
équation donne y, et la deuxieme permet d’en déduire des va- 
leurs correspondantes pour œ. A chaque valeur positive de y : 

y — k correspondent deux valeurs pour x : ± \/k. On en dé- 

duit que réquation bicarrée 

ax^ -h -4- c = O 

a 0,2 ou 4 racines suivant que l’équation ay^ -h />y -4- c — o 
a 0,1 ou 2 racines positives. 

C’est ainsi que Téquation : 

— 2\x^ - 4-50 — 0 

a, par exemple, quatre racines acceptables : 

X = ±i Al ± \/4i _ ± y/ai db t/4i _ 

V 4 2 

Le calcul des deux radicaux superposés est assez long, si l’on 
veut line approximation un peu grande au résultat. On peut 
se ramener à une somme algébrique de radicaux dans le cas 
particulier où a.e (ici 2.5o = loo) est carré parfait. iNous nous 
bornerons à le vérifier sur l’équation particulière considérée. 
On peut l’écrire successivement : 

2X* -4- 5o 21X* = 0 

4 ®* - 4 - 100 — 42 ®* — 0 - 

« 

Considérons les dwx premiers ternies comme le commence- 
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ment du carré de 2xV4- lo : 


(aæ* ~h lo)* — = o 

(20;* 1- 10)* S2X^ = 0 

difl’érence de deux carrés que l'on peut écrire : 

(làx^ + 10 - 4 - \/82aî)(2æ^ -{- 10 — \/S2x) — 0, 

On a à résoudre deux équations du second degré qui condui- 
sent à quatre valeurs de x, que Ton peut grouper sous la forme 
abrégée ; 

±V/82 ±v /2 

4 

Le calcul sous celte forme est plus rapide et donne les quatre 
valeurs : 

x = + îi,()ï J... = ± 1,910... 

117. Systèmes d'équations du second degré. — Un sys- 
tème d équations est dit du second degré si l’une au moins des 
équations qu’il comprend est du second degré par rapport à 
t ensemble des inconnues, aucune de ces équations n’étant 
d ailleurs d un degré supérieur au second. C’est ainsi que les 
systèmes : 

2CC + 3j == 2 : 

3x + ay = 5 -4- z 

a;2 _ y 2 4.22 = 5. 

sont du second degré. 

Lorsqu’une seule des équations est du second degré, comme 
dans le premier et le dernier cas, on résout d'abord toutes les 
autres équations, de façon à en tirer, quand cela est possible^ 
toutes les inconnues, y, z,... en fonction des données numé- 
riques et de 1 une des inconnues x. On porte ces valeurs dans 
1 équation du second degré en æ, y, z,... qui devient ainsi une 
équation du second degré en x. La résolution de cette équation 
donne la valeur numérique de x, d’où l'on déduit les valeurs^ 


^ æ -f- y — 20 \ x- + y* = i3 

I = 75 i XY = 6 
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des autres inconnues. Il serait facile de justifier cette règle, que 
nous allons appliquer au dernier des trois systèmes ci-dessus. 
Les deux premières équations donnent : 

Z 10 2 10 

valeurs qui, portées dans la dernière équation, permettent de 
l’écrire successivement : 

>5)» _ (^ — >0? 4- 2* = 5 
25 25 

-4- 302 -f- 225 ) (z^ 20Z -4- loo) -h 262® = 125 

252^ -h 502 -h 125 = 125 
252^ -t- 5 o2 = 0 

dont les racines sont 2 = oet2== — 2. On en déduit les deux 
systèmes de solutions : 
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WS. — Dans la pratique, les équations contiennent souvent 
des fondions symétriques des inconnues (112), telles que xy^ 
-cc H- J', 05* H- Nous allons indiquer sur quelques exemples 
comment on procède dans ce cas. 

Un des plus simples parmi tous ces systèmes est le suivant : 

ix-hy = s 
\xy= P 

s et P étant deux nombres donnés. La méthode qui précède 
donnerait en tirant y de la première équation et portant le 
résultat dans la seconde : 


ou 


x{s — x) = P 

x^ — SX -h P = 0. 
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Mais il est plus rapide de remarquer que réquation 

— sX H- P = O 

dans le cas où — 4/> est positif a deux racines X', X" dont la 
somme est précisément s et le produit p. La première méthode 
de calcul prouve d’ailleurs qu'il ne peut pas y avoir d'autres 
solutions du premier système qui est donc vérifié soit par 
x = X', y = X", soit par x — y = X'. 

Pour résoudre le système 

^ aî —y rrr: d 

( = P 

on se ramène au cas précédent en supposant que les inconnues 
sont X et ( — y) : 

i x-h(—Y)=^d 
\ x . {— y) = — P 

ce qui montre que x et — y sont les deux racines de l’équalion ; 
X* — (/V — P = O, ce qui suppose que (P -4- !tp est positif. 
Prenons enfin le système : 

^ X* + y* = «* 

'{xy = p. 

On cherche ù calculer x + y pour se ramener au premier cas. 
Il suffit ici de multiplier les deux termes de la seconde par 2 et 
de les ajouter à ceux de la première : 

4- 2xy = (a? 4- yY = 4 - 2p 

ou 

X -h y — ziz\/a^ -j- ‘2p 

si 4- 2p est positif. On est alors ramené au système : 

\ æ 4- y == ±: V/a^ -t- 2p 

( xy — p 

que l’on sait résoudre. 
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Mais il est plus avantageux, pour éviter le calcul de deux 
radicaux superposés, de calculer æ — y comme on a calculé 

X + J : 

x’2 -h — 2spy — (x — 7)* = a* — ap 

OU 

X — y = ziz — ap 

si a“ — 2p est positif. Ce double signe -h ou — est indépendant 
du double signe obtenu pour x -h y, de sorte que le sy stème 
auquel on arrive : 

^ X -h y — dt\/a^ -h ap 
( X — y — zh y — 2p 

équivaut au fond à quatre systèmes distincts, suivant le choix 
adopté pour les signes -h ou — . Chacun de ces systèmes donne 
immédiatement x en faisant la demi- somme des seconds mem- 
bres et y en faisant leur demi-dilférence. 

119. Problèmes du second degré. — Ici, comme dans le 
cas des problèmes du premier degré, il faut distinguer avec 
soin la mise en équation, la résolution et la discussion du pro- 
blème. Celle discussion peut cire assez compliquée si ceitaines 
des données sont représentées par des lettres dont la valeur nu- 
mérique n’est pas donnée, et que l’on appelle parfois des para- 
mètres. Nous nous bornerons à traiter avec quelques détails un 
seul exemple de problèmes du second degré. 

Une usine placée en A à une distance AB = 4 ‘‘"S 5 d’un canal 
OB {Jig. i 4 ) veut envoyer des marchandises dans une ville O 
située au bord de ce canal à une 
distance OB = 20^“ du point 
B. Pour cela, on établit une 
route rectiligne telle que AX, le 
transport s’elTecluant au prix Pig, 

de 10 la tonne par kilomètre 

de route AX et de o^%o 8 par kilomètre de canal. On demande 
quel est le ti*acé à adopter pour cette roule, si Ton veut que le 
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prix total de transport de la tonne de A en O soit de p francs ? 
En déduire la valeur minimum de p, et le tracé AX corres- 
pondant. 

Pour mettre ce problème en équation, prenons comme in- 
connue la distance OX exprimée en kilomètres; distance que 
nous désignerons par x. La distance AX est alors donnée par le 
lliéorème de Py thagore (261) ; c’est : 

v/aB -f- BX*"* = H- (20 — xy. 

6e calcul suppose X compris entre O et B, mais le lecteur peut 
s’assurer que néanmoins la formule convient à tous les autres 
eas, quel que soit x. 

L’équation du problème se déduit immédiatement de ce qui 
précède : 

0,10 v/ 4 » 5 ‘‘* -+- (20 — xy^ -h 0,08 X = p, 

en supposant X à droite de O, c’est-à-dire x positif. Dans l’hy- 
[>othèse contraire, ( — x) serait positif et l’on aurait : 

0,1 v/4.^* (20 — xy + 0,08 ( — x) = p. 

Nous laisserons de coté ce second cas évidemment peu intéres- 
sant en pratique. La traduction de l’énoncé conduit donc à 
Péqualion : 

0,1 \/ao ,25 “h (au — x)^ -H 0,08 x — p 
avec la condition : 


X >> O. 

120. — Pour résoudre l’équation qui précède, isolons le ra- 
dical et élevons les deux termes au carré : 

0,1 y/20,25 (20 — x)^ — p — o,o 8 x 

0,01 (20,25 -h 4 oo — iox -h X*) = (p — o,o 8 X;* 

4>2025 — o, 4 x -H o,oix^ — — o,i6px -h 0, 00643?* 
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OU enfin en désignant par / (ic) le premier membre de Téqua- 
<tion obtenue : 

/(x) = o,oo36a:^ — 2 x(o,a — o,o8p) -f- 4,2«25 — p® = o. 
(Elle aura des racines, si l’on a : 


ou 


( 0,2 — o,o8p)* — o,oo36 (4»2025 — p^) ^ o 
0,01 P* — o,o 32 p -h 0,024871 > 0. 


9Le trinôme du second degré en p que l’on obtient ainsi a deux ra- 

•cinesp=i,6±y/2,56 — 2, 4871 = 1, 6±y/o, 0729 — 1,6^0,27 
soit 1,87 et 1,33. Ce trinôme sera positif si l’on a : 

P > 1.87 

ou 

P <1,33. 

Dans l’un ou l autre cas /(x) a deux racines x' et x". Il faut 
vsavoir si ce sont bien des racines de l’équation donnée : 

0,1 y/20,25 -h (20 — xy = P — 0,08 cc 

et non pas de l’équation : 

0,1 y/ 20,25 -h (20 — xy = — (p — 0,08 a:) 

qui élevée au carré donnerait les mêmes résultats. 

Il suffit, pour qu’un nombre x^ ou x\ racine de f{x) = 0, 
convienne, qu’il rende p — 0,080? positif, c'est-à-dire qu’il soit 

linférieur à . Substituons ce nombre dans f{x) : 

f ( = o,oo36 — 2 (0,2 — o,o8p) -f- 4*2025 — p* 

•'Xo.oS/ o.oa-* 0,08^ 

0,01 p^ — o,o 32 p -f- 0,026896 

0,08* 

Le numérateur n’a pas de racines, donc est toujours positif, 
c’est-à-dire du signe du coefficient de x^ dans J (x). Le nombre 
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n*est pas compris entre les racines. Pour qu’une valeur 

de Xy x' ou 'jf soit acceptable, il faut donc que soit plus 

grand que les deux racines. Ecrivons qu'il est plus grand que 
la demi-somme : 

P o,a — 
o,o8 o,oo36 

inégalité qui résolue donne /) > i,6. 

Nous avons vu, d’autre part, que p doit être soit plus grand 
que 1,87 soit plus petit que i, 33 ; comme il doit être supé- 
rieur à 1,6 la seule condition à garder est : 

P> i» 87 - 

L’équation f(x) = 0 a alors deux racines x' y x' qui ne sont 
pas des solutions étrangères. 


121 . — Les calculs qui précèdent concernent uniquement la 
résolution de réquation du second degré /(«) = o, mais il y a 
en outre une condition ; oc > o, dont nous n’avons pas encore 
tenu compte. Une racine, ce' ou æ" ne sera acceptable que si elle 
est positive. 


Le produit des racines est 
que Ton a : 


4,2025 — 
o,oo 3 G 


S’il est positif, c’est 


p^ <; 4^2025 


ou, P étant essentiellement positif : 


P 2 , o 5 

condition compatible avec celle qui est déjà imposée à />. Le 
signe commun aux deux racines est alors celui de la somme : 

— iToôSG — ^ signe qui est le meme que celui de — p 

ou 2,5 — /) ; or/} est ici inférieur à 2 ,o 5 , donc les deux racines 
x’ et x" sont acceptables. 

Si le produit des racines est négatif, c est-à-diro si p est su- 
périeur à 2 ,o5, une des deux racines seule est acceptable. 
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Au point de vue pratique, le seul cas intéressant est celui où 
P est le plus petit possible ; on prendra donc ici la valeur mini- 
mum : P = ce qui donne x = C’est précisément 

le chemin qui a été représenté {fig. j 4) en OXA. La longueur 
totale de la route est alors : i4 4- 7,5 ™ 21 '‘"',5. Le prix de 
transport kilométrique de la tonne est en moyenne : 0,087... 


Exercices. — N*' ISO, 149, 160, 151, 152, 168, 164, 156, 166, 
167, 168, 159, 160, 161, 162, 163, 164, 165, 166, 167, 168, 
169, 170, 171, 172, 173, 174, 406, 416, 480, 481, 487. 
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122. Progressions arithmétiques. — On appelle progres- 
sion arithmétique une suite de nombres telle que la difierence 
de deux termes consécutifs de cette suite ait une valeur cons- 
tante appelée raison de la progression. C’est ainsi que la suite 
des nombres entiers : 

123456789 10... 

est une progression arithmétique de raison i ; de même la suite 
des nombres impairs : 

1 3 5 7 9 11 i3 i5 17 19... 

•est une progression de raison 2. 

On vérifie aisément qu’un terme quelconque d’une progres- 
sion arithmétique est la demi-somme, ou comme Ton dit, la 
moyenne arithmétique de celui qui le précède et de celui qui le 
suit. 

Si la raison est positive, chaque terme est plus grand que 
•celui qui précède ; la progression est dite croissante^ sinon elle 
est décroissante. 

Si l’on désigne par a le premier terme d’une progression, 
terme qui peut être positif ou négatif, et par r la raison qui 
peut aussi être d’un signe quelconque, le second terme est 
•a -4- r; le troisième, (a -f- r) -h r ou a -h 2r; le quatrième, 
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(a -h 2r) -hr ou a h- 3 r. En continuant ainsi, on trouve pour 
termes successifs : 


a a-h r a -h 2r a -f- 3 r a -f- 4 ^ 


Comme on le voit, le terme de rang n est a +- (n — i)r. 
Par exemple le 3 oo®™® nombre entier est i -h ( 3 oo — i) . i = 
I -h 299 = 3 oo, résultat facile à prévoir. Le nombre 
impair est i + (n — i) . 2 = 2/1 — i. Le 178®™® terme do la 
progression : 

— 5 , — 1, 3 . 7. 11. i 5 . 19. 2.3, 27 . . 

est — ■ 5 — I — ^77 * ■ — ~ ' 5 —f— 7^^ 7^^* 

Si la raison r est positive, le terme de rang n croît indéfini- 
ment avec /i, si petit que soit /’, car le produit (n — i)r croît 

indéfiniment avec n — i. Clicrchons par exemple quel est le 
premier terme supérieur à i 000 dans la progression de raison 
o,o 3 : 

2 2,o3 2 ,o() 2,09 2,12 2,i5 2,18 . . . 


Il faut avoir : 


ou 


2 -f- {n — i) . o,o 3 > 1 000 

{n — 1) . o,o 3 > 998 

n — 1 > 33 26G,6(),. 


Il faudra donc prendre n = 33 268. Le terme ayant ce rang est 
égal à 2 -f- 33,267 . o,o 3 = 1000,01. 

Si Ton considère les termes consécutifs d’une progression 
arithmétique comme les abscisses de points d’une droite {Jig. 1 5 ), 


0 IBCOC lmn 

Fig. i 5 

Torigine étant en O, on trouve des points A, B, C, D, E, ... 
L, M, N, ... équidistants les uns des autres ; la distance de cha- 
cun d’eux au suivant est r. Si la raison est positive, le sens 
A, B, G, D, ... est le sens des abscisses positives. 
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123. ' — On a besoin, dans certains cas, comme nous le ver- 
rons plus loin (130), d’intercaler entre deux nombres donnés a 
et b un certain nombre n de termes, ou, comme l’on dit, d’m- 
sérer n moyens^ de façon à former une progression arithmétique 
limitée dont les deux nombres donnés a et è soient les "^termes 
extrêmes ; h est alors au n H- 2^® rang ; r étant la i-aison in- 
connue de la progression que Ton veut former, on a : 

t = ût -h (n “f i)r. 

On en déduit la valeur de r : 

b — a 

r — — ; — • 
n -4- 1 

Si a b sont eux-mêmes deux termes consécutifs d’une pro- 
gression arithmétique, la nouvelle progression de raison r dont 
un des termes est a comprend tous les termes fe, c,.. de la pre- 
mière progression, comme on le voit aisément. Par exemple, 
reprenons la progression : 

2 2,0.'^ 2,06 2,09 2,12 2,i5 2,18 ... 

et insérons 4 moyens entre 2 et 2,o3 ; 4 entre 2,o3 et 2,06;.. 
on forme une nouvelle progression de raison r = = 0,006. 

Ses termes sont ; 

2 2,006 2,012 2,018 2,024 2,o3 2 ,o 36 . 

On retrouve de 5 en 5 tous les termes de la première. 

124. — Cherchons quelle est la somme des termes d’une 
progression arithmétique limitée comprenant n termes et de 
raison r : 

a, b, c, d, ,, , i, y, k, 1. 

Nous allons établir d’abord que la somme des termes équi-^ 
distants des extrêmes est constante et égcde à celle de ces 
A^xtrêmesy c’est-à-dire que : 

a H- / ==6 •4-/c = c-f*j = d-4-i = 
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En effet, le terme b qni snit « peut s’écrire «-+-/•; le terme k 
qui précède / : / — r ; leur somme donne (« 4- r) 4-- (/ — r) 
= a 4- /. De même, c et sont égaux respectivement à a 4 - a/- 
et / — ir, de somme 04-/. La démonstration s’étend à tous 
les termes pris deux à deux. Si le nombre total des termes est 
pair, il y a deux termes consécutifs au milieu dont la somme 
est a 4- /. mais si ce nombre est impair, le terme du milieu est 
égal à la demi-somme des extrêmes. 

Pour déduire de cette propriété la somme des n nombres 
a, b, c,.. k, l, on les groupe deux à deux en disposant comme 
il suit le calcul de leur somme S : 


S = a4-è-+-c4-....-l-j4-fc 4 - 1 
et 

b l 4 “ k 4 ~ / 4 " »... 4 - c 4 “ k - 4 - a 
d’où par addition : 

2S = {a -h l)-h{b-h k) + {c 4-7)4-... -4 (7 4 -c) 4 -(A' 4 - 6 ) 4 -(i 4 -a). 

Chacune des sommes entre parenthèses est égale à a 1- /, et il 
y a n de ces parenthèses, donc : aS — n{a -t- /)', ce qui donne 
la valeur cherchée : 

g n (g 4- l) 

2 


Il est bien évident que, si l’on prend un nombre n de termes 
de plus en plus grand, la somme S croit constamment, puisque 
U 4- / et n croissent tous les deux. 

La somme des n premiers entiers est : 


I -+- 2 4 - 3 4- 4 -t- •••• 4- H = 


n{n 4- 1) 

2 


C’est ainsi que la somme des 8 premiers nombres est 36 . Ce 
résultat peut s’établir par le raisonnement suivant, qui n’est 
au fond qu’une traduction géométrique de celui qui précède. 
On peut rejfwésenter chacun des 8 premiers entiers par une 
rangée horizontale comprenant respeotiv^nent 1, a, 3 , ... 7, 8 
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carrés {fig- i6). Le nombre total des carrés est la somme- 
cherchée. Doublons la somme considérée en juxtaposant à la 
première figure une figure analogue, mais renversée (Jîg. 17), 





-ffr-nr 

tt-r h 


Fig. 16 Fig. 17 

représentée en pointillé. Le nombre total des carrés du rec- 
tangle ainsi formé est égal au produit : (8 -t- i) . 8. C’est le 

double de la somme S cherchée : S = — - = 36. 

Le lecteur verra sans peine que ce raisonnement permettrait 

d’établir la formule générale : S = ^ ' 

La somme des n premiers nombres impairs est : 

«K / . n . an , 

1 -H 3 + 5 -f- 7 •+-... -I- (an — i) — — — — n^. 

C’est là un résultat assez remarquable, la somme des premiers 
nombres impairs donnant ainsi tous les carrés consécutifs : 

1 = 1 I -H 3 = 4 1 3 5 = 9 

1 “i— «1 5 “i— 7 i ^ “t" 3 — f ■ O —H 7 ■’i— î) — •••• 


125. Progressions géométriques. — On appelle progres- 
sion géométrique une suite de termes telle que le rapport d’un 
terme quelconque au précédent ait une valeur constante appelée 
raison de la progression ; par exemple : 

i i * -i- _1 _! 

* a 4 « 16 32 64 ' ■ ‘ ■ 

est une progression géométrique de raison - , puisque chaque 

terme s'obtient en multipliant le précédent par De même 
1 10 100 1000 

est une progression de raison lo. 


10000 


100 000 
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On établit aisément qu*un terme quelconque d*une progres- 
sion géométrique est la racine carrée du produit des deux termes 
qui le comprennent ou, comme Ton dit, la moyenne propor- 
tionnelle ou moyenne géométrique de ces deux termes ( 243 ). 

Dans le cas où la raison est positive, tous les termes sont de 
même signe ; nous nous bornerons à ce cas et nous supposerons 
en outre que les termes sont tous positifs. 

La progression est dite croissante quand la raison est plus 
grande que i , chaque terme étant alors plus grand que celui 
qui le précède. Elle est dite décroissante dans le cas contraire; 
les deux progressions ci-dessus sont respectivement décroissante 
et croissante. Le cas où la raison est égale à i est peu intéres- 
sant, tous les ternies étant égaux. 

En désignant par a le premier terme d'une progression géo- 
métrique, par q la raison, le deuxième terme est égal à aq, le 
troisième à aq . q — aq\ le quatrième à aq^, et le terme de rang 
n est égal à aq^''^. Le 20^®® terme de la progression : 

I i 1 j_ i j 

' 2 4 8 16 32 (>4 

est ('-Y = = 001 907 .... Le AS®”® terme 

de la progi*ession 

1 10 100 1000 10000 100000 .... 

est : 

1 = 1 0000 00000 00000 00000 00000 00000 ooooo 00000 OOOOtt 

Ces exemples montrent qu’en général les termes d’une pro- 
gression géométrique décroissent ou croissent très rapidement, 
suivant que la raison est plus petite ou plus grande que i. On 
démontre que dans le premier cas le terme de rang n tend 
vers O, quand son rang croît de plus en plus, et que dans le 
second cas ce meme terme croît indéfiniment avec n. 

Cependant pour des progressions dont la rai.son est presque 
égale à I, la croissance ou la décroissance est plus lente. C’est 

1 1 


A. Saînte-Laguo. 
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Ainsi que [M]ur la progressicm dont le premier terme est i et la 
raison i,ooi, le ioo*"“ terme est seukment égal à îe 

looo*®* à 2,7.., etc. Le calcal de ces termes serait d’aillenrs 
Assez pénible, mais nous verrons qu’on peut l’effectuer de façon 
rapide avec les logarithmes ( 131 ). 

126 . — Essayons ici, comme dans le cas des progressions 
Arithmétiques, d’intercaler n termes entre deux nombres donnés 
« et h, ou, comme l’on dit, d’insérer n moyens, de façon à 
former une progression géométrique de n -4- 2 termes dont a 
et b soient les deux extrêmes. Si q est la raison, le terme h qui 
est au n -f- a®*“® rang donne b = a. q"^* ; on en déduit . 

•7" ' * = Il suffit donc d’extraire la racine n -4- i®“« de ^ ( 34 ). 

Bien que ces calculs se fassent toujours par logarithmes ( 131 ), 
■on pourrait y arriver par des tâtonnements successifs. Cher- 
chons par exemple à insérer 9 moyens entre i et 10. Il faut 
itrouver pour r un nombre dont la puissance idê®® soit égale à 

“ ou 10. Ce nombre étant voisin de 1, essayons 1,1; 1,2;... : 

i,i‘" = 2,593.. 1,2*® = 6.192.. 1,3*® = 13,79.. 

Le nombre cherché étant compris entre 1,2 et i,3 et parais- 
sant un peu plus près de i,3, essayons : i, 25 ; 1,26... : 

1,25 ** = 9,3i3.. 1, 2(1*® = 10,09.. 

La raison r est i ,25 à 0,01 près ; à 0,001 près, on trouverait 
1 ,259. Le lecteur vérifiera que, si l’on insère le même nom- 
bre de moyens entre les termes consécutifs d’une progression 
géométrique, on obtient encore une progression géométrique. 

127 . — Considérons une progression géométrique limitée 
•de n termes : 

a aq aq^ .... 

et cherchons la somme S de ses termes ; nous allons voir que : 
S = a -i- aq aq'^-K 
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Poor cela, remar^ioRS que le produit de chaque terme par q 
donne précisément le terme sœvant : 

Sq = aq aq^ H- aq^ -+- -4- aq" 

Sq et S ayant en commun la presque totalité de tous leurs 
termes, leur différence se réduit à 

Sq — S = aq" — a == a{q" — i). 

Les autres termes disparaissent. On en déduit : 

S 0 

q—l 

Cette démonstration revient au fond à appliquer l’identité 
connue (86) : i q -h q^ -i- y""* — ^ . En multi- 

pliant les deux membres par a, on retrouve la valeur de S. 

Au point de vue pratique, il est 1res important de distinguer 
deux cas, suivant que la raison est plus grande ou plus petite 
que 1. Si elle«st supérieure à i, quand le nombre des termes 
croit indéfiniment, il en est de même de leur somme, puisque 
le dernier terme considéré aq''~* croît avec le rang ii. C’est 
ainsi que la somme des lo premiers termes de la progression : 

1 2 i K l6 32 t}/l ... . 

^ 2 " I 

est égale à ~ = 2“ — 1 — 20/17. somme des 20 pre- 
miers termes est 2-* — i = 2097161, nombre sensiblement 
1000 fois plus grand que le précédent; la somme des 3o pre- 
miers est 2” — r = 2 1/17 483 6/17, qui est environ 1000 fois 
plus grand que le nombre qui précède, etc... La croissance 
serait beaucoup plus rapide pour la progression : 

1 10 100 1000 looeo .... 

T J • . , io*‘ — 1 lo'^* — 1 

La somme des 20 premiers termes est = — = 

III iir III III III III III, résultat que l’on peut écrire 
îmmédiateraent, en effèctuant l’addition indiquée. 

Ces sommes croissent très vite; cepmdant si la raison n’est 
supérieure à i que d’une très faible quantité, la somme croit de 
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façon plus lente. La somme des loo premiers termes d’une 
progression de premier terme o,o5 et de raison i,ooi est : 

. l,OOl‘®‘ — 1 . . _ \ e E 

o,o5 . = 5o (i,io5.. — i) = 5,23.. 

1,001 — 1 ' ' * 


128. — Nous allons arriver à des résultats complètement 
différents des précédents, dans le cas où la raison q est plus 
petite que i . La formule donnant la somme peut alors s’écrire 

S = a 'fzHq changeant les signes du numérateur et du dé- 
nominateur, de manière à les rendre positifs. Quand le nombre 
des termes augmente indéfiniment, q" étant le seul terme va- 
riable dans la formule, écrivons-la : 



p— a une valeur fixe que l’on peut calculer. D’autre part q 

étant inférieur à l’unité, q" tend vers o, quand n augmente indé- 
finiment, propriété que nous admettrons ; il en est par suite de 


même de 


q”. Donc S se rapproche de plus en plus de la 


valeur du terme fixe 


; c’est la limite de la somme de» 


termes quand leur nombre croît indéfiniment. 
C’est ainsi que la somme des nombres : 


1111 
2 % 8 Te * ■ ■ • ’ 

1 

«J 

tend vers : j- = i, résultat qui peut ici s’établir directement r 

* 2 


si l’on ajoute ^ à il ne manque plus que ^ pour obtenir i ; si 
l’on ajoute la moitié de soit g , il ne manque plus que g; si 


l’on ajoute la moitié de ^ , soit ^ , il ne manque que ; en 

continuant ainsi, on voit, que plus on prend de termes, plus la 
somme obtenue est voisine de i . 
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Prenons encore la progression illimitée : 

9 


10 


_9_ 

100 


1 000 


•elle a comme somme de ses termes 


9. 

10 


= I . En remar- 


1 — 


10 


^uant que les termes successifs de la progression sont 0,9 ; 
0,09; ... on voit que l’on peut écrire : i = 0,999999 ...., le 
nombre des chiffres 9 étant supposé illimité dans le second 
membre. C'est une fraction périodique (30). Prenons plus géné- 
ralement une fraction périodique quelconque ^ . Nous avons 

7 

17 

- - 2,428071 428671 Inversement, on peut écrire 


•vu que 


2,428571 428671 ... = 2 
progression de somme : 


4286 71 

1 000 000 


428 571 


1 000 000 000 000 


2 + 


L 

1 000000 
1 


428 571 
9999î)9 


1 000 000 

ou après simplifications : 

2 ■ 


17 
7 ' 


129. Logarithmes. — Considérons deux progressions, l’une 
géométrique, l’autre arithmétique, et faisons-les correspondre 
terme à terme : 


-L 

rnr 


1 

¥ 

27 


i 

î 

- r 


1 

0 


q 7® ... 7” 


2r 


3r 


7ir 


•Comme on le voit, nous supposons que les deux progressions 
sont illimitées dans les deux sens et de plus, ce qui est essentiel, 
que la première contient le terme i, et la seconde le terme o, 
-ces deux termes se correspondant. 

On dit que tout terme de la seconde progression est le loga- 
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rithme du terme correspondant de la première. Les deux nom- 
bres supposés positifs qui servent à définir ces progressions 

étant q et r, le logarithme de est donc nr ; celui de ^ , ou si 

l’on veut (90) de y***", est — mr. Remarquons encore que tdus 
les termes de la première progression sont positifs : les nom- 
bres posiiijs seuls ont des logarithmes. 

Le seul système de logarithmes employé en pratique est le 
système défini par les deux progressions : 

INombres : ... ... 10“* io“^ 1 lo 100 ... 10” ... 

Lngarilhmcs : ... — m ... — 2 — 10 i 2 ... n ... 

Il est dit à hase dix ou décimal., parce que 10 est le nombre qui 
admet i pour logarithme. C est ce système de logarithmes que 
nous considérerons désormais. 

130. — Les logarithmes jouissent de propriétés tout à fait 
remarquables que nous exposerons un peu plus loin ; il y a par 
suite un grand intérêt à pouvoir définir le logarithme d*un 
nombre quelconque. Pour chercher le logarithme de 3, par 
exemple, insérons un même nombre de moyens entre deux 
termes ccnséculifs de chacune des progressions. On forme aussi 
deux nouvelles progressions admettant en particulier comme 
termes tous les termes des premiers et définissant un système 
de logarithmes plus complet que le système précédent et de 
même base ; cliaque terme de la seconde progression est encore 
le logarithme du terme correspondant de la première. L’insertion 
de j) moyens entre i et 10, de 9 moyens entre 10 et 100, pour 
la progression géométrique, et par suite de 9 moyens entre 
O et 1 , de 9 moyens entre t et 2 pour la progression arithmé- 
tique, etc., donne ici (*) 

Nombres : ... 0,794 1 1,259 ••• 2.5i2 [^,162 ... 7,94^ 10 
I.*ogarilhmes : ... — 0,1 0 0,1 ... o ,4 o ,5 ... 0,9 1. 


(I) Ces calculs très pénibles [>ar les mcHhodes directes ont été faits, une 
tnis pour toutes, par des procédés que nous n’indiquerons pas, procédés qui 
ont |»eraiis de dresser les tables de logarithmes ( 134 ). 
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0,1 est le logarithme de i.aôg; 0,2 de i,585, etc.. Le nombre 
3 est compris entre 2,5 12 et 3,162 de logarithmes respectifs 
0,4 Gt 0,5. Insérons à nouveau 9. moyens entre deux termes 
consécutifs : 

Nombres : ... 2,5i2 ... 2,951 3. 020 3,090 3,162 

Logarithmes : ... o,4 ... 0,47 o,48 0,49 o.5 

3 est compris entre 2,961 et 3, 020 ... de logarithmes 0,47 et 
0,48. En continuant ainsi de suite, on aura pour le logarithme 
de 3 autant de décimales que l*on voudra : log 3 = 0,477..* 

Cette démonstration peut être rendue rigoureuse et permet 
ainsi de définir le logarithme d’un nombre positif donné avec 
une approximation quelconque. On établit par des raisonnements* 
analogues que tout nombre positif 011 négatif peut être considéré 
comme le logarithme d’un nombre que l'on peut calculer. 

Pour dresser une table de lorjarithmes ( 134 ), on insère une fois 
pour toutes, un nombre assez grand de. moyens entre les termes 
des deux progressions pour que tous les nombres dont ôn peut 
avoir besoin se trouvent dans la table avec une approximation 
suffisante. Par exemple insérons 999 moyens entre deux termes 
consécutifs de chaque progression, on obtient deux listes de 
nombres dont voici un extrait : 

Nombres: ... 1 i,()o3 ... 10 ... 48,19 48»3i 48,42... 

Logarithmes : ... o 0.001 ... 1 ... 1,683 1,684 1,685 ... 

Le logarithme d'un nombre quelconque est dans cette table avec 
3 décimales exactes. Par exemple : log 48,365 = i,684. 

131 . — Les logarithmes jouissent de propriétés remarqua- 
bles que nous allons étudier. La plus importante de toutes est 
la suivante d’où découlent toutes les autres : le logarithme dœ 
produit de deux facteurs est la somme des logarithmes de ces- 
facteurs, ce que Ton peut écrire, a et b étant essentiellement 
positifs : 

log {ah) = log -f- log ù. 
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Prenons, pour fîxcr les idées, comme table de logarithmes les 
deux progressions qui précèdent de raisons respectives y = i ,oo3 
et r = 0,001 et supposons que a et 6 soient deux termes de la 
première, c'est-à-dire que a = y*, b = a et ^ étant des 
entiers positifs ou négatifs, suivant que a et b sont plus grands 
ou plus- petits que i. Les logarithmes correspondants de ces 
nombres sont, dans la seconde progression, ar et ^r. Si l’on 
remarque que ab — q*+? on voit que son logarithme 

est bien (a -f- /S) r — ur -h ^r. 

En général, a et 6 ne sont pas dans la liste des termes de la 
progression géométrique ; on n’y trouve que des valeurs appro- 
chées. Nous admettrons sans autre démonstration que la pro- 
priété est encore exacte dans ce cas. 

On établira de même que 

log(afcr ... h) — loga -+- logt ... -f- log/c. 

En particulier si les p facteurs a, b, c, ... k sont égaux, on a 
bégalité : 

logar = P loga. 

Le logarithme de la puissance p'‘”'‘ d’un nombre est égal à p 
fois le logarithme de ce nombre. 

La propriété fondamentale des logarithmes conduit encore à 
l'énoncé suivant : le logarithme du quotient de deux nombres est 
la différence des logarithmes des deux nombres. Si, en effet cest 
le quotient de a par b l’égalité a = bc donne, d’après ce qui 
précède, log a — log b -t- log c, d’où l’on déduit : 

log c — log a — log b. 

De même, si l’on désigne par b la racine p'*'"* d’un nombre a, 
on a par définition a = br et par suite log a = p log b ou 

log6 = *-?«^. 

P 

Donc : le logarithme d’une racine s’obtient en divisant 
par p le logarithme du nombre considéré. 
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Ces propriétés montrent immédiatement quel est l’usage d'une 
table de logarithmes. Par exemple, pour calculer le produit de 
deux nombres, on additionnera leurs logarithmes lus dans la 
table, puis on cherchera quel est le nombre qui admet préci- 
sément ce total comme logarithme : c’est le produit cherché. 
C’est ainsi que l’on remplace à taide des logarithmes la multi- 
plication par une addition, la division par une soustraction, 
i élévation aux puissances par 'une multiplication et l'extraction 
des racines par une division. Les opérations sont comme on le 
voit considérablement abrégées. 

132. Tables de logarithmes. — Nous ne parlerons pas de 
la façon effective dont on a construit les tables, mais uniquement 
de leur utilisation pratique. 

Rappelons d’abord que seuls les nombres positifs ont des 
logarithmes. 

Dans le système à base lo que nous considérons, les loga- 
(rithmes des nombres i, lo, loo, i ooo, ... sont les entiers con- 
sécutifs o, i, 2, 3 , ... On en conclut que tout nombre compris 
entre i et lo a un logarithme dont la partie entière ou caracté- 
ristique est o; tout nombre compris entre 10 et 100 a pour 
partie entière i,elc,.. La caractéristique du logarithme d’un 
nombre plus grand que i comprend autant d’unités qu’il y a de 
chiffres moins un dans la partie entière du nombre considéré : 
log 274500=5,4335 ; log 274,5=2,4335 : log 2,745=0,4335. 
Ces exemples montrent en outre que les parties décimales des 
logarithmes sont les mêmes pour des nombres qui ne diffèrent 
entre eux que par la place de la rurgulc, ce qui se démontre 
immédiatement : 

274500 = 274,5 X 1 000 = 2,745 X 100 ooo 

•d’où : 

log 274500 = log 274,5 log 1 ooo = log 2,745 -I- log 100000 
ou : 

log 274500 = 3 -t- log 274,5 = 5 -f- log 2,745. 
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La question est un peu plus complexe pour des nombres infé- 
rieurs à I , car leurs logarithmes sont négatifs. Par exemple 

log 0,002745 = log 2,745 — log 1 000 = 0,4385 — 3. 

On pourrait effectuer la soustraction et prendre pour loga- 
rithme — »,56i5, mais 11 est préférable de ne pas modifier la 
partie décimale et d*écrire ce logarithme sous Ja forme 3,4385, 
Grâce à cette notation, qui se trouve définie par ce qui précède^ 
la partie décimale reste positive et la caractéristique change 
seule quand on déplace la virgule; poar un nombre inférieur 
à runllé, la caractéristique est négative et comprend autant 
d'unités quil y a de zéros avant le premier chijffre sic/nificalif : 
log 2,745 = 0,4385 ; log 0,002745 — 3,4385. 

133 . — Dans le cas où un logarithme est précédé du signe — , 
ce qui arrive en particulier dans les divisions ( 131 ), on se 
ramène encore h un nombre dont la partie décimale soit posi- 
tive. Prenons par exemple : — log 274,5= — 2,4385. On peut 
récrire successivement : 

— log 274,5 = — 2,4385 = — 2 — 0,4385 

— — 3 — 0,4385) = — 3 -4- 0,56 1 5 

= 3,56i5 

avec la notation déjà employée 3,56i5 s’appelle le cologarithme 
de 274,5. La partie décimale o,56i5 est dite complémentaire 
à tunilé de o,4385. De même : 

— log 0,002745 = — 3,4385 = — ( — 3 -4- 0,4385) 

= 3 — 0,4385 = 2 -4- (1 — 0,4385) 

= 2,56i5. 

La partie décimale du logarithme est toujours positive et ne 
dépend pas de la place de la virgule. La règle suivante s’applique 
à tous les cas : pour écrire le cologarithme diin nombre dont on 
a le logarithme on prend comme nouvelle partie décimale le 
complément à l'unité de l'ancienne et pour nouvelle caractéris-^ 
tique l'ancienne augmentée de i, puis changée de signe. En pra- 
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tique, on pr^d le compléioent à i de la partie décimale en 
retranchant tous les chiffres de 9, sauf le dernier que l’on 
retranche de 10. 

On peut remarquer que la somme des parties décimales d’un 
logarithme et du cologarithme correspondant étant x la somme 
des caractéristiques est par suite égale à — i . 

134 . — Les tables de logarithmes les plus employées donnent 
les logarithmes des nombres avec 4 , 5 ou même parfois 7 déci- 
males. Une notice détaillée indique pour chacune d'elles les 
particularités qu’elle peut présenler. Nous utiliserons ici la table 
sommaire qui se trouve k la fln du volume et qui donne les 
logarithmes avec 4 décimales. Son emploi est analogue à celui 
des tables plus complètes. 

Soit à chercher le logarithme de 6,72. La caractéristique ne 
se trouve pas dans la table, mais nous savons qu’elle est égale 
à O. On trouve dans la première colonne les deux premiers 
chiffres significatifs du nombre : C7 ; les colonnes portant en 
tête les chiffres o, i, 2, 3 , ... 8, 9 contiennent respectivement 
sur la ligne 67 les logarithmes des nombres G70, 671, Ü72,, 
673, .., 678, 679. On a donc (') : 

log 6,72 = O, 8274. 

Pour ne pas allonger la table, on n’a mis dans chaque colonne- 
que les 3 derniers chiffres décimaux du logarithme, le premier : 
8 ne se trouvant que dans la première colonne à la ligne 63 . 

Si l’on cherche les logarithmes des nombres 6 , 3 o; 6 , 3 i ; 
6,32 ;.. on verra qu’ils ne sont pas tous sur la même ligne, car 
la partie décimale du premier de ces logarithmes commence 
par un 7 : 0,7993, tandis que pour les autres elle commence 
par un 8 : 0,8000; 0,8007 >•" 

Le plus souvent le nombre dont on cherche le logarithme ne 


(') Le chiffre 4 est suivi d’un astérisque ; 4 * (66) pour indiquer qu’il 
est approché par excès : le nombre exact est compris entre 0,82785 ek 

0,8274, 
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8C trouve pas dans la table. Prenons 63,6872 ... La table donne 

log G 3,6 = i, 8 o 35 log 63.7 ~ i, 8 o 4 i* 

La différence 8 o 4 i — 8 o 35 = 6 s'appelle différence tabidaire. 
Pour avoir une décimale de plus dans le calcul du logarithme, 
on suppose, ce qui est suffisamment exact en pratique, que entre 
les deux nombres 63,6 et 68,7 la variation du logarithme est 
régulière. On limite le nombre donné au chiffre significatif sui- 
vant : 63 , 64 . line augmentation de 0,10 sur le nombre 
entraînant une augmentation de 6 unités du dernier ordre sur 

le logarithme, une augmentation de o,o4 unités entraîne pour ce 

/ 0 

logarithme une augmentation de — = 2 , 4 . On augmentera 
donc le logarithme de 2 unités du dernier ordre, ce qui donne : 

3,8037. 

Pour des différences tabulaires plus importantes, il est com- 
mode d’employer la table des « parties proportionnelles » que 
l’on trouvera avec le tableau des logarithmes. C’est ainsi que 
pour une différence tabulaire de 34 unités, au lieu de faire 
le produit de ce nombre par o,4 on ajoute les nombres i 5 et 2 
qui se trouvent dans les colonnes marquées 3 o et 4 et l’on ajoute 
au logarithme i 5 -f- 2 = 17. Pour une différence de 36 on 
prendrait 20 et 2 dans les colonnes marquées 4o et 4. et l’on en 
ferait la différence 20 — 2 =- 18. 

Le lecteur trouvera également à la fin du volume une seconde 
table permettant de passer de façon complètement analogue des 
logarithmes aux nombres. Il pourra ainsi vérifier par exemple 
que : 8,8087 = log 63 , 63 . 

135. Applications des logarithmes. — L’emploi des tables 
de logarithmes abrège considérablement les calculs de certaines 
expressions. Pour .en donner un exemple, calculons à l’aide de 
oes tables : 

753,6 , (u,o4i)‘ • /(), 012942 

v/0,392 . 0, 00000458 




Pour justifier ces calculs, remarquons d’abord que l'on a 
d’après ce qui précède ; 
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îog X = log 753,6 -H 5 . log Oyoii -h J log 0,012942 
— ~ log 0,392 — ~ log o,ooooo 458 
” log 753,6 -f- 5 . log o,o 4 i - 4 - ^ log 0,012942 
-4- ~ colûg 0,392 -t- i colog o,ooooo 458 « 

On trouve à Taide de la table des logarithmes de» divers 
lermes. On a ensuite à calculer 5 . log o,o 4 i = 5 . 2,6128, 
que Ton peut écrire : 

5 . 2,6128 = 5 {t- 2 -h 0,6128) — — 10 -H 3 ,o 64 o = 7,ü64o. 

En pratique on multiplie par 5 comme dans la multiplication 
ordinaire et Ton termine en ajoutant les deux unités de retenue 
au produit 5.2=10. 

On a encore à calculer ^ . log 0,0129/12 = . 2,1119. Ce 

logarithme est égal à — 2-40,1119 = — 3-4-1,1119 dont le 
tiers est — 14- 0,8706 -- 1,3706. La méthode peut s'appli- 
quer dans tous les cas. 

Los calculs par logarithmes sont surtout avantageux lorsque 
les expressions à calculer ne comportent que des multiplications, 
-des divisions, des élévations aux puissances ou des extractions 
•de racines ; on dit quelquefois que telles expressions sont calcu- 
lables par logarithmes. 

136 . — Nous donnerons encore une application de ce qui 
précède aux problèmes d’intérêts composés, problèmes qui con- 
<luiraientà des calculs complètement inextricables sans Temploi 
des logarithmes. 

Une somme C est dite placée à intérêts composés, si à la fin 
de chaque année les intérêts sont réunis au capital. Au bout de 
la première année ( 46 ) la somme est-devenueC -h Cr=G(i -hr), 
en désignant par r l’intérêt de i fr. en un an. Au bout de la se- 
conde année on a de même : G(i 4- r) . (r -i- r) = C (i - 4 - r)*, 
et ainsi de suite. On verra aisément quecetic somme devient au 
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bou* de n anoées C (i -H r)", ce que l’on peut traduu-e par la 
formule ; 

A = C (i -I- r)« 

du sous forme logarithmique : 

log A = log C -i- log (i -f- r)^ 

= log C -f~ /I . log (i -h r). 

On voit que Ton peut dans cette égalité se donner 3 des quatre 
quantités A, G, /\ n; la quatrième pourra se calculer aisément, 
tandis que sans Temploi des logarithmes, il serait en particulier 
impossible d’avoir n. 

Cherchons par exemple au bout de combien de temps une 
somme placée à 3 ®/o s’est doublée : il est facile de voir que le 
résultat ne dépend pas de la somme placée ; on a l'égalité : 
2 = (i -4- /’)“ ou : 

log 2 = n . log (i,o 3 ). 

La table donnant les logarithmes de j -f- r, table que Ton trou- 
vera à la fin du volume, nous donne ici : log r ,o3 — 0,012837. 

D’où a — “"^3^ = à une unité près par défaut : il faut 

donc plus de 23 ans et moins de ; le lecteur pourra s’assurer 
que au bout de 23 ans une somme de i fr. serait devenue l^î)7 
environ et au bout de 24 ans, 2^o3. 

13 ^ 7 . Règle à calcul. — La règle à calcul (*) comprend 
essentiellement une règle et une réglette mobile portant exacte- 
ment les mêmes divisions (fig, t8). Nous ne nous occuperons 
que des graduations, d’ailleurs identiques, que portent les par- 
ties supérieures de la règle et de la réglette. 

Parmi les traits marqués, 19 plus importants que les autres 
portent les numéros : 

i, 2, 3 , 4 , 5 , 6, 7, 8, 9, 10, 20, 3 o, 4 o, 5 o, 60, 

70, 80, 90, 100. 

(t) Les explications très sommaires qui suivent supposent que le lecteur 
a entre les mains une règle à calcul du modèle ordinaire de 2^ à do centi- 
mètres de lovigueur. 
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(Dans certains modèles les numéros 20, 3 o, 90, 100 sont 

remplacés par 2, 3 , .... g, 10). Le trait i est à l’origine de la 
graduation. Le trait 2 est à une distance : log 2 =o, 3 oi ... du 
trait 1 , cil prenant pour unité de longueur la distance des traits 
1 et lo, distance qui est en réalité 12““, 5 . Avec cette uni^, 
l’abscisse du trait 2 est donc : log 2. De même Je trait 3 à pour 
abscisse : log 3 , ... le trait 10., log 10 = i ; ... le trait 100, 
log 100 — 2. 

Les autres traits correspondent à des subdivisions plus petites. 
Leurs abscisses sont en général : 


1 à 1 

log 1 ,oa ; log i,o4 : 

... log 1.98 

2 à 5 

log 2 ,o 5 ; log 2,1 ; 

... log 4.95 

5 à 10 

log 5 , 1 

: log 5,2 ; 

... log 9,9 

10 à 20 

log 10,2 ; log 10,4 : 

... log 19.8 

20 à 5 () 

log 20,5; log 21 ; 

... log 49.5 

5 o à' 100 

log 5 i 

log 5 ;j : 

... log 99. 


Les deux graduations de i à 10 et de 10 è 100 sont superposa- 
bles, car multiplier un nombre par 10 revient à ajouter i à son 
logarithme. 

138 . — La règle à calcif .1 permet de multiplier ou de diviser 
deux nombres en ajoutant ou en retranchant leurs logarithmes. 
Pour clïectuer le produit 4.85 . 2,3, on place le trait i de la 
réglette {fig. 18) sous le trait A d’abscisse log 4.85 de la règle. 


A C 

1 Z 

1 

3 

1 

S 

1 

5 G 7 8 9 10 : 

1 1 I 111 ;... 


-J , )-r> 


r — pi— j 

L ^ 

1 

3 

I 1 1 f 

K 5 6 7 : 


B 


Fig. 18 

En face du trait B d’abscisse log 2,3 de la réglette se trouve un 
trait G dont on lit l’abscisse : log ii,i 5 . Le produit cherché 
est avec l’approximation que donne la règle 11,1 5 (en réalité 
il est égal à ii,i 55 ). 

La justification est immédiate : l’abscisse de G est la 
somme des abscisses de A sur la règle et de B sur la réglette. 
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Donc log ii,i5 = log 4,85-4- log 2,3, et par suite (131) 
ii,i5 =4,85 X 2,3. 

La même position de la réglette montre comment on peut 
11 i5 

•effectuer la division : -^3“ = 4>85. Si les nombres sur lesquels 

on opère ne sont pas compris entre i et 10 on s'y ramène par 
un déplacement de la virgule. 

La règle à calcul permet de faire rapidement un grand nombre 
d autres opérations pour lesquelles nous renvoyons le lecteur 
aux notices qui accompagnent habituellement chaque règle h 
calcul. 

La règle à calcul présente quelques inconvénients : elle do- 
demande un certain apprentissage, à moins que Ton ne veuille 
se borner aux multiplications et aux divisions ; de plus la lec- 
ture des nombres devient fatigante si Ton veut demander à la 
règle une assez grande précision. Par contre lorsqu'on se borne 
à faire des calculs avec deux ou trois chijGTres exacts, c'est un ins- 
trument très commode que l'on ne saurait trop recommander. 


Exercices. — 63, 54, 55, 68, 57, 175, 176, 177, 178, 179, 180, 

181, 182, 188, 184, 186, 186, 187, 188, 189, 190, 191, 192, 
193, 194, 195, 196, 197, 198, 208, 220. 


A. Sainte-Laguc, 


13 
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139. Fonctions. — Nous avons déjà dit (41) que souvent 
deux quantités sont liées l’une à l’autre de telle sorte que toute 
variation de la première entraîne une certaine variation de la 
seconde ; on considère alors l’une d’elles comme fonction de 
l’autre qui s’appelle alors la variable indépendante. C’est là 
une notion fondamentale, car, dans toute étude numérique d’un 
phénomène, pour étudier les variations simultanées de deux 
quantités, on peut dresser une table numérique des mesures 
faites. Voici, par exemple, une telle liste indiquant quel est 
approximativement le poids moyen d’un enfant jusqu’à l’âge 
de deux ans, ce poids étant exprimé en kilogrammes : 


Age 

PoiilsS 

Age 

Poids 

Age 


H 

mÊÊÊm 

Poids 

Naiss^'^' 

1 mois 

2 » 

3 » 

4 » 

5 » 

6 » 

3,200 

3,870 

4 » 63 o 

5 , 35 o 

6,020 

6 , 65 o 

7»ioo 

7 mois 

8 » 

9 ” 

10 » 

1 1 » 

12 » 

7,r>6o 

7,870 

8,190 

8 , 5 oo 

8,800 

9,000 

1 3 mois 

1 4 » 

1 5 » 

16 » 

17 » 

18 » 

9v^ioo 

9,410 

10,000 

10,210 

io, 3 io 

19 mois 

20 » 

21 » 

22 » 

23 » 

24 » 

io,4oo 

10,490 

iü,64o 

10,800 

10,900 

11,000 


On considère ici l’âge de l’enfant comme la variable et son. 
poids comme fonction de cette variable. 
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Une telle liste ne suppose pas que la fonction étudiée dé- 
pende uniquement de la variable considérée. Le poids moyen 
d’un enfant varie non seulement avec Tage, mais aussi avec k 
race, le climat etc... C'estlà un aspect de la question que nous 
kisseroos complètement de côté. 

Nous allons montrer comment ou peut étudier de façon 
simple une fonction par des procédés mathématiques, sans nous 
préoccuper de la signification concrète de la fonction étudiée, 
ni des lois que Ton peut parfois déduire d’une telle étude. 

En Algèbre, on désigne habituellement par x la variable el 
par f{x) ou y la fonction considérée de cette variable. C’est ainsi 
que y — indique que la fonction y est constamment le carré 
de la variable x. Dans le cas des fonctions ernpiricjiies, c’est-à- 
dire des fonctions fournies par des mesures expérimentales, 
comme le poids moyen d’un enfant, on sait quelle est la valeur 
de y correspondant à une valeur donnée pour x, mais l'on ne 
connaît pas comme pour y — x\ une formule mathématique 
permettant de résumer tout un tableau numérique. 

Dans un cas comme dans l’aiitre, il est avantageux comme 
nous allons le voir, de recourir à une représentation graphique. 

140. Représentation graphique des fonctions. — Nous 
savons (66) qu’on peut représenter un nombre x positif ou 
négatif par un point pris sur une droite. Nous allons maintenant 
représenter par un point pris dans le plan du dessin un couple 
de valeurs numériques x, y (‘). Reprenons le tableau numé- 
rique donnant le poids moyen d’un enfant en fonction de son 
âge. Nous voyons que pour l’âge x = î2 mois, le poids moyen 
esty = 9 kilogrammes. Prenons [Jig. ig) deux axes de coor- 
donnéeSy c'est-à-dire deux droites rectangulaires Ox, Oy graduées 
comme l’indique k figure ; portons sur Ox un segment ÔN — 12 , 
Par ce point, menons une parallèle à Oy et prenons sur cette 


(I) Tout ce qui suit suppose connues les premières notions de géométrie. 
Cependant, les propriétés que nous emprunterons à la géométrie seront 
toajoura tr^ >élé«Beataireft. 
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parallèle un segment NL == OP = 9. Le point L a par définition 
pour abscisse : æ = ON == 12 et pour ordonnée : y = OP :f= 9- 
Il représente le couple des valeurs numériques : 12 et 9; il 
admet ces deux nombres comme coordonnées. Si l’on remarejue 
que PL est parallèle à Ox, on voit que L peut encore être cons- 
truit par l’intersection des parallèles aux axes NL et PL. 

Appliquons ce mode de représentation à tous les nombres du 
tableau ; on trouve les divers points marqués en Â, B, G, 

L, .. Z (Jiy. 19). Leur ensemble donne une idée beaucoup plus 



nette de la croissance du poids d’un enfant que l’inspection du 
tableau numérique qui nous a servi. On y voit par exemple que 
le poids augmente constamment, que cette augmentation est de 
plus en plus lente (156), etc. 

141. — On a une idée encore plus nette du phénomène 
étudié en joignant les points marqués par un trait continu appelé 
courbe {fuj. 20). Il est certain que les 25 points marqués ne 
suffisent pas à définir ce trait : on peut joindre deux points 
consécutifs de façon absolument quelconque, mais, en fait, il 
n’y aura pas une grande différence entre les courbes qui pour- 
raient être tracées par deux dessinateurs différents. Cependant, 
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lorsque les points considérés sont trop écartés, on se borne à 
les réunir deux à deux par des segments de droite qui servent 
uniquement à préciser leur ordre de succession. 

Pour faciliter les constructions, nous avons tracé la courbe 
comme on le fait souvent sur du papier quadrillé (214), c’est- 
à-dire divisé en petits carreaux. Un mois correspond ici à un 
carreau sur Ox, et un kilogramme à 2 carreaux sur Oy. 

On trouve dans le commerce, outre le papier quadrillé ordi- 
naire, du papier millimétrique dans lequel les petits carreaux 



Fig. 20 


ont I millimètre de côté. On a ainsi une précision largement 
suffisante pour la pratique (*). 

Une telle représentation graphique permet non seulement 
de savoir immédiatement comment varie la fonction représen - 
lative, mais encore complète le tableau numérique des données. 
Pour savoir quel est le poids moyen d’un enfant à Tâge de 
12 mois et demi, on prendra le point d’abscisse I2,5 (fig. 20). 
Son ordonnée est approximativement 100. C’est le poids 


(^) Les figures de ce chapitre ne sont données qu’à titre d’indication ; la 
plupart d’entre elles devraient être tracées à une échelle beaucoup plus grande 
pour donner des résultats suffisamment précis. 
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cherché. Bien que le tracé de la courbe ne soit pas rigoureuse- 
ment défini dans la région considérée, les résultats obtenus par 
ce procédé sont suffisamment précis en pratique. Le même gra- 
phique permet de savoir à quel âge un enfant a un poids dopné. 
G’est ainsique le poids de 6 kilogrammes est atteint en moyenne 
un peu avant /j mois. 

L’importance de ces graphiques est considérable et nous ne 
saurions trop engager le lecteur à se familiariser avec ce pro- 
cédé. Citons parmi les très nombreux exemples que l'on pour- 
rait énumérer : dans l’industrie, les courbes de solubilité, les 
cycles de thermodynamiques, les diagrammes de machines à 
vapeur, les graphiques de chemin de fer (237), les courbes de 
tension de la vapeur d’eau,...; en météorologie, les courbes 
therrnomélriques, barométriques ou hygrométriques,...; en 
médecine, les graphiques donnant la température ou la pression 
artérielle d’un malade,... ; dans les sciences sociales, les courbes 
de probabilité, les courbes de mortalité, les graphiques de l’im- 
portation, de l’exportation, du rendement des impôts, de la 
cote d’une valeur en Bourse, etc., etc... 


142. Notions de géométrie analytique. — Examinons 
plus particulièrement ce que devient la notion de représenta- 
tion graphique dans le cas où la 
fonction considérée admet une 
définition mathématique rigou- 
reuse, telle que par exemple : 
y = aæ -h 6 ; y = ax^ -f- 6a; c, 
etc. 

iNous supposerons dès mainte- 
nant, ce qui n’était pas indis- 
pensable au même titre dans le 
cas des fonctions empiriques, 
que l’unité de longueur OÀ = -i- i avec laquelle on mesure 
les abscisses {Jig. 21) est égale à l’unité de longueur OB =-4- 1 
avec laquelle on mesure les ordonnées. Bemarquons que le 
signe des coordonnées OP, OQ d’un point M indique, d’après 


O 


t è A V 6 7 8 » 1(1 11 1? 


Fig. ai 
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le tableau suivant, dans lequel des 4 angles de coordonnées 
jsOy, œOy , œ'Oy, oa'Oy se trouve ce point. 

Angles : xOy xOf x'Oy x'Oy 

Signe de l’abseisse ; -h -+• — — 

Signe de l'ordonnée : ■+■ — — 

Si le point M est sur Oy son abscisse est nulle ; s’il est sur 
Ox son ordonnée est nulle. 

Si nous diercbons à tracer le graphique d’une fonction quel- 
conque, y = x^ (*A6) par exemple, nous pouvons, en donnant 
à X des valeurs quelconques, construire autant de points que 
nous le voulons. Mais ici le tracé de la courbe joignant tous ces 
points sera parfaitement défini, puisqu’on peut avoir des points 
aussi rapprochés qu’on le veut, en prenant pour x des valeurs 
suffisamment voisines (152), Toute fonction pourra être ainsi 
représentée par un tracé graphique défini sans ambiguïté. 
Inversement, on démontre que toute courbe définie géométri- 
quement comme lieu de points correspond à une certaine fonc- 
tion dont elle est la représentation graphique. 

C’est là l’idée fondamentale de la (jéomélric analytique. Sui- 
vant les cas, on étudie les fonctions que fournit l’algèbre à 
l’aide de courbes dont on connaît les propriétés graphiques ; ou 
bien on démontre des théorèmes de géométrie concernant des 
droites ou des courbes quelconques en faisant des raisonne- 
ments sur les fonctions qu’elles représentent. 

Il faut bien noter que cette idée diffère de celle qui consiste à 
représenter une fonction, empirique ou non, par un graphique, 
dans le seul but d’en étudier plus aisément les variations. 

143. Fonction linéaire. — On appelle fonction linéaire, la 
fonction y — ax b, dans laquelle la variable x n’entre qu’au 
premier degré. Les lettres a et b représentent des coefficients 
numériques connus. 

Prenons une telle fonction y = 2 X -t- 3. Si l'on construit un 
grand nombre de points de la courbe représentative on trouve 
qu’ils sont en ligne droite. Nous allons démontrer ce résultat. 
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Pour x = o, on a y=2.o-4-3 = 3 ce qui donne le point 
M de Oy{fi(j. 22). Pour a;= 1 =ÔA, onay = 2. i -t -3 = AN. 
Pour construire celte ordonnée, portons d’abord Aa= 3 ,^ puis 
oN = 2 . I = 2. Prenons une autre abscisse quelconque 
OB=: — 3,5 ; on a l’ordonnée BP = 2 ( — 3 , 5 ) -4- 3 . Portons 
d’abord Bfe = 3 , puis Bp = 2 ( — 3 , 5 ) = — 7. On procéderait 
de môme pour toute autre valeur donnée à x. 

Les points M, a, h d’ordonnée égale é 3 , sont sur une paral- 
lèle à Ox passant par M. On a en outre ^ = 2 ; 



(,p 2 ( 3 5 ) 

et 1^ = .ç ÿ = a . Les triangles rectangles MaN et MéP 

sont sennblables, les côtés de l’angle droit étant proportion- 
nels ( 248 ). On en déduit que les angles aMN et 6MP sont égaux 
et par suite que P est sur la droite MN. Ce raisonnement s’ap- 
pliquant quelle que soit la valeur donnée à x, la courbe repré- 
sentative est une droite. 

144 . — Inversement, nous allons voir que toute droite tracéo 
dans le plan des deux axes de coordonnées Oas, Oj' représente 
une fonction linéaire. Prenons d’abord une droite telle que A. 
(fig. 23 ) qui ne soit parallèle à aucun des 4ixes et coupe Oy 
en M d’ordonnée OM = 3 , et prenons le point N d’abscisse 
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OA=-f- I. Son ordonnée est ici AM =5. Prenons un autre 
point P d’abscisse quelconque x = OB . La parallèle à Oæ me- 
née par M coupe les ordonnées de M et P en a et & d’ordonnées 
Aa = B6 = OM= 3. D’autre part les triangles MaN et M6P 

sont semblables et donnent : Æ ^ • Le premier rapport est 

Ma Mo 

égal à ^ ^ = Y =s= 2 . Donc, quelle que soit l’abscisse 

^ 

X — OB , on a — = 2 , ou 6P = 2 . M6 . Mais l’ordonnée de P 
M6 





étant représentée par y, on a 6P = y — 3,. que l’on peut écrire 
y — 3 = 2 », ou 

= aa; -1- 3. 

C’est l’équation de la droite A. 

Si la droite A est parallèle à Oæ, comme par exemple Mb' 
tous ses points ont la même ordonnée 3 ; son équation est y = 3. 
Si la droite est parallèle à Oy, comme AN, les points ont tous 
la même abscisse; son équation est as = i. En particulier 
l’équation de Oas est y .= o, et celle de Oy est a; = o. 

De façon plus générale, on dit parfois que l’équation d’une 
droite est de la forme Aas -t- By -i- C = o et qu’inversement 
une telle équation représente une droite. Tous les cas qui 
précèdent rentrent dans cette formule : si A est nul, mais non B,. 
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•elle s’écrit By + C = o ; ou : y = — g: on a une droite paral- 
lèle à Oæ. De même si B est nul» mais non A on trouve la pa- 

Q 

rallèle kOy: ce — — Enfin, dans tout autre cas, <m peut 
•diviser par B et écrire successivement : 


•ou enfin 


C 


. A , C 

en posant a — — -g ; b — — g- 

En résumé, toute équation du premier degré est représentée 
graphiquement par une ligne droite et toute ligne droite repré- 
sente une équation du premier degré. 

146. — Etudions ce que devient la droite A, représentée par 
l’équation y = ax b quand a et 6 varient. On a vu que b est 
l’abscisse du point M où la droite coupe Oj {Jig. 23) et que a 


est le rapport constant 


Si l’on mène la parallèle d 
Ma 


a. Donc 


à A par O, on voit que l’équation de cette seconde droite est 

... , 1 1 À* J. 

V = ax, car ici b — o et de plus — ^ “ — ^ = u. Donc 

•' ^ OA OB Ma 

quand b varie seul, le point M se déplace sur Oy et toutes les 

droites A correspondantes sont parallèles à d qui passe |>ar O 

et a pour équation y = ax. En particulier il est très important 

de remarquer que la fonction linéaire y = ax représente une 

droite passant par t origine. 

Etudier ce que deviennent les droites A quand a vane revient 
donc à étudier comment varie la direction de d. Le nmnbre a 
qui correspond uniquement à la direction des droites A ou d 
s’appelle leur pente ou coefficient angulaire. On a d’ailleurs ( 163 ) 
« = tg AaO = Ig $. Puisque OA = H- i, on a aussi 
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A« — ' • — 

a = = = Aa. La pente varie comme le segment Aa. Si 1 on 
OA 


suppose Ox horizontal et Oy vertical, le mot de « pente » cor- 
respond bien ici à son sens usuel.. 

Voici à titre d’indication un tableau résumé indiquant la cor- 
respondance entre la valeur de 6 en grades et celles de a : 


G I O 10 20 3 o 4 e 5 e 60 70 80 90 100 

a \ O ü,i6 0,32 o, 5 i 0,73 i i ,38 1,96 3 , 08 6 , 3 i oc 


Le signe 00 indique que a croît indéfiniment (169). 

Si a est négatif, le point a est au-dessous de A et l’on aurait 
des résultats analogues. 

La fonction linéaire y — aæ -f- 6 que nous venons d’étudier 
est à la fois une des fonctions les plus simples et les plus im- 
portantes. En géométrie analytique, elle correspond h la plus 
simple de toutes les courbes : la ligne droite et en mécanique 
au plus simple de tous les mouvements : le mouvement uni- 
forme (327). 


146 . Autres fonctions. — Prenons la fonction y z= x'K La 
construction point par point donne la forme générale de la 
courbe représentative (yîÿ. 24 ). 

Nous allons nous borner à pré- 
ciser quelques détails. 

Il suffit de construire avec 
soin une moitié de la courbe. 

Prenons en effet deux abscisses 
quelconques OP , OP' égales et 
de signes contraires : x — i ; 
x== — t ; les ordonnées cor- 
respondantes sont PM = (i)* 

= I et FM = ( — i)* = I. 

Elles sont égales, donc M et M' 
sont symétriques par rapport à Oy (196). Ceci ayant lieu 
quelles que soient les abscisses considérées, la courbe admet Oy 
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pour axe de symétrie* Il sufTira de conslruire avec soin la bran- 
che de la courbe située dans l’angle xOy* 

Pour x = O on a y = O. La courbe passe en O. Pour étu- 
dier sa forme au voisinage de O donnons à x des valej^rs très 
petites et calculons les valeurs correspondantes de y : 

ar = 1 0,5 0,1 o,o 5 o,oi 

y == 1 o,a 5 0,01 0,0025 o,oooi, . 

On voit que même si le dessin est fait avec une grande préci- 
sion, les valeurs de y deviennent rapidement négligeables au 
voisinage de l’origine : la courbe est beaucoup plus près de Oor 
que de Oj. Nous démontrerons que Ox est tangente ( 154 ) à la 
courbe en 0. 

Donnons maintenant à x^ supposé positif, des valeurs de plus 
en plus grandes ; y prend aussi des valeurs très grandes. On a 
par exemple le tableau suivant : 

x= 10 5 o 100 5 oo 1 000 . . 

y= 100 2 5 oo 10 000 aSoooo loooooo . 

La branche correspondante de la courbe s’éloigne indéfiniment, 
mais on voit que les ordonnées croissent beaucoup plus vite que 
les abscisses : la courbe est beaucoup plus près de Oy que de 
Ox, 

Celte courbe y = s’appelle une parabole. Le point 0 est le 
sommet de la parabole. Le lecteur pourra construire les courbes 
y == ax^ pour diverses valeurs de a ; on les appelle aussi des 
paraboles ( 160 ). 

147 . — Pour la courbe représentative de la fonctiony = 

nous laissons au lecteur le soin de vérifier que son allure 
générale est celle de la courbe tracée {Jig, 25), et de prouver 
si un point M de coordonnées OP = a, PM = fait partie de 
la courbe, le point M' de coordonnées OP' = — a ; P'M' = — 
en fait également partie. Les deux points M et M' sont symé- 
triques par rapport à 0. On dit que la courbe admet T origine 
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comme centre de symétrie (196). Il suffira par suite de cons- 
truire avec soin une des moitiés de la courbe, par exemple celle 
-qui est dans l’angle xOy. 

Etudions la forme des branches infinies de cette courbe en 
donnant à æ des valeurs d’abord très grandes puis très petites. 



Pour X très grand, on a par exemple : 

X = 10 5 o 100 5 oo 1 000 . . 

y= 0,1 0,02 0,01 0,002 0,001 . 

On voit que y devient de plus en plus petit : la courbe le rap- 
proche de plus en plus de Oæ, mais sans jamais l’atteindre : on 
dit que Ox est une asymptote de la courbe. De même donnons 
à X des valeurs petites : 

X = 0,1 o.o 5 0,01 o,oo 5 0,001 . 

y— 10 20 100 2 000 1 000 . . 

L’ordonnée croît de façon très rapide, quand l’abscisse tend 
vers O. La courbe se rapproche de plus en plus de Oy sans ja- 
mais l’atteindre; pour x = o, y ==- tibl d’ailleurs aucune 

OC 

signification. L’axe Oy est une seconde asymptote. 

La courbe y — ^ s’appelle une hyperbole équilatère. On ap- 
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pelle encore ainsi tontes les courbes y = ^ quelle que soit la 
valeur de a. 


148 . — Parmi les autres fonctions simides que nous pour- 
rions étudier, citons la fonction y,=V^i — x*, qui est remar- 
quable, parce que la courbe représenta- 
tive est une demi-circonférence de 
rayon i , telle que celle qui est tracée en 
trait plein {Jîi/. 2 G). Remarquons en eflet 
que la distance d’un point de coordon- 
nées aff, y à l’origine est donnée par le 
théorème de Pythagore (261 ) : æ* -t- y* 
— I, d’où l’on tire y 



Fig. 2(j 

Si Ton prend le signe 


= ztv/i — 

devant le radical on a seulement la 
demi-circonférence supérieure ; le signe — donnne la demi- 
circonférence inférieure. On aurait de même une circonférence 
de rayon a pour y = ± — æ*-* . 

IjCs fonctions y = sin a? ; y = cos x ; y == tg x seront étu- 
diées en trigonométrie (166, 167). 


149. Utili«ation de quelques graphiques. — Les gra- 
phiques peuvent, comme nous Tavons déjà dit (140) remplacer 
une table numérique. Supposons qu un commerçant vende du 
calicot à raison de 87 *, 5o les 100 mètres. Le prix y francs d’un 
certain nombre x de mètres étant proportionnel à ce nombre de 

mètres, le rapport a une valeur constante, qui est ici 

~ On construit la droite y = 0,875 x sur une 

feuille de papier millimétrique en construisant avec soin un 
point et le joignant à Torigine que Ton pourra prendre au bas 
et à gauche de la feuille. L’utilisation d'un tel graphique est 
immédiate. Il permet de savoir rapidement quel est le prix de 
17 mètres de calicot, de 3™,5o, etc... ou inversement de savoir 
combien on a de mètres pour i5 francs, pour I9^25, etc... 

De façon anal<^iie, le tracé sur papier millimétrique de la 
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|>arabole y «= a?* remplace une table de carrés des nombres, si 
l’mi mesure une oitkmnée y connansant l’abscisse x. Il rem* 
place une table de racines carrées si l’on se donne y et que l’on 
mesure x. La courbe y— x* remplace une table de cubes ou de 

racines cubiques ! J = ^ uii® l^ble des inverses des nombres. 

Une table de logarithmes peut de même être remplacée par la 
courbe d’équation y = log x, donnant le logarithme y d’un- 
nombre connu x; etc... 

150 . — On peut aussi, comme nous allons le montrer, uti- 
liser des courbes représentatives à la 
résolution d’équations du premier ou 
du second degré. 

Prenons une équation du premier de- 
gré àune inconnue j = 4, 605 + 3, 9 = 0. 

Construisons la droite représentant 
la fonction linéaire y — 4,6 x -+3,9 
27) en construisant par exemple 
les points M et N d’abscisses o et — i . 

Le point P où elle coupe Ox ayant 
une ordonnée nulle, son abscisse x 
est telle que l’on ait 0= 4,6 x -+ 3,9. 

C’est précisément la racine cherchée. 

Il suffit donc de mesurer OP qui est 
ici égal à — o, 85 . On voit d’ailleurs qu’il n’y a pas d’autres 
solutions possibles. 

Prenons maintenant un système de deux équations à deux 
inconnues tel que : 

a, 3a: -+ 2,7/ = 1,1 
3,8a: — r.gy =5,6. 

On construit les deux droites A et A' {fy- 28) qui représentent 
œs équations. Elles se coupent au point P dont les coordonnées 
85 , y satisfont i la fois aux deux équations et constituent par 
suite un système de solutions. Inversement tout système de SO” 



y 

Fig. 27 
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lutions X, J donne un point commun aux deux droites. Il y a 
donc ici un système et et un seul de solutions : x = OQ=i. 2; 
y = QP = — 0 , 6 . 

On établirait aisément que, lorsque le système formé par deux 
équations du premier degré à deux in- 



Fig. 28 


connues est impossible, les droites cor- 
respondantes sont parallèles et n’ont 
aucun point commun ; lorsqu’il est in- 
déterminé, les droites sont confondues 
et ont tous leurs points communs. 

Nous engageons le lecteur à reprendre 
par la méthode qui précède, tous les 
problèmes du premier degré à deux in- 
connues que nous avons déjà traité par 
le calcul (102 et suivants). 


251. — Pour résoudre une équation du second degré quel- 
conque, par exemple : 

3,7a:* — 0,8a: — 7,9 = O 

construisons une fois pour toutes et avec le plus grand soin la 
parabole y = qui servira quelle que soit l’équation consi- 
dérée, et remarquons que toute solution 
X, y du système : 

< 3,7y — 0,8a: — 7,9 = O 

\ J' X** 

est telle que x est racine de l’équation du 
second degré proposée. Inversement une 
telle racine x et son carré y constituent 
un système de solutions de ces équations. 

On construit les deux courbes correspon- 
dantes qui sont une droite A {fig. 29 ) et 
la parabole y = a;*. Les points communs à ces courbes sont P 
d abscisse œ = — 1,4 et Q d’abscisse x = i,6. Ce sont les 
seules racines de l’équation donnée. 
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Lorsqu'une équation du second degré n*a pas de racines c est 
«que la droite A ne coupe pas la parabole ; si elle a une seule 
racine, on démontre que la droite est tangente h la parabole. 

De façon analogue, on résoudra le système : 

i ^7 = 9.81 

par l’intersection de la droite x y 3,27 et de l’iiyperbole 
^quilatère.y = . Le système 

^ .T* -h 4,2; 

^ x -h y — 0.32 

conduit à l’intersection d’unedroiteavec le cercle y — y/ î, 27 — • x- 
de centre à l’origine et de rayon v/L^; ; etc.. 


162 . Dérivées. — Prenons une quelconque des fonctions 
déjà étudiées y = et un point M de cette courbe (fi;/- 3 o) de 
coordonnées a: =0,8; y == = 0,8^^ == o,G/i. Nous allons 

établir d’abord que la fonc- 
tion y — est continue en ce 
point, c'est-à-dire que si l’abs- 
cisse X diffère suffisamment 
peu de 0,8, l’ordonnée y sera 
aussi rapproché de o,64 qu’on 
le voudra, ce qui revient à 
dire qu’il y a des points de la 
courbe aussi voisins qu’on le 
veut de M. Cherchons par 
exemple un point d’abscisse a 
et d’ordonnée |5 — c/} tel que 
la différence des ordonnées /3 — o ,64 ne dépasse pas 0,01 ce 
que l’on peut écrire : 

0,64 — 0,01 <1 P ^ U, 64 0,01 



ou 


0,63 <C a* < 0,65 


i 3 


A. Sainte-Lagoô. 





î94 

a élaat ki pocritiC, il suffira évidbmmeirt da k ^adre^ supérieur 
ik la racine carrée par e»Lcè» de (hfiün racine calculée pm ejusmple 
à QtOOi près. De* isièflae, pour vérifier la deuxième iDé|;alilé^ 
on prendra a inférieur à In racine carrée par détajat à o»eoi 
près de o,65 : 

0.794 <1 a < o^ 8 ci 6 . 

C*est ainsi que a ^rz: 0,795 est rabscisüe d*un point vépondani è 
la question. Le même raisonnement s’appliquant à toutes les 
valeurs de x, montre que y = est continue quel que soit æ, 
ou, comme l’on dit, est une fonction continue. 

Nous n’insisterons pas davantage sur celte notion de continuité 
que le lecteur trouvera exposée de façon plus complète dans les 
traités d’algèbre et d'analyse* Toutes les fonctions que nous 
considérerons sont continues, sauf parfois pour certaines valeurs 

remarquables de la variable. C*^esl ainsi ([ue y ^ est discon- 

tinae pour = o, car y n’ayant plus aucun sens pour celte 
valeur de x, le raisonnement qui précède ne poiurait plus s’ap^ 
pliquer. 

153 . — Reprenons le point M et un point M' 3o). 

1.1a corde MM' est presque confondue avec la courbe de M en 
M'. Sa pente est dite la pente moyenne de la courbe de M en M', 
Quand M' sc rapproche de plus en plus de M ou comme 1*011 
dit tend vers M, cette corde MM' a, comme nous allons le voir, 
une position linaiile MT, que l’on appelle la tangente en M (229). 
Son coefficient angulaire peut être considéré en quelque sorte 
comme donnant la pente de la courbe en M. Il est intéressant 
de le calculer. 

Soient 0,8 et Q,(i4 les coordonnées de M et soient d’^autre part 
a et |5= a* celles du point voisin M'. Si5 est l’angle de MM' avec Oaj, 
ou avec Mz parallèle à 0.jr menée par M, le coefficient angulaire 

PM' 

de MM' est comme on le sait égal à tgd et par suite à Mais 
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On a donc. (163) : 


tgO = 


P — 0,64 ** — 0,8* 

— — — — a -4- O 

a — 0,8 a — 0,8 


8 . 


t()i& 


Quand M' se rapproche de plus en plus de M, ce qui est possible 
puisque y ==x* est une fonction continue, a tend vers o,8 et 
par suite tg 9 vers o,8 o,8 = i,6. C’est là le coefficient an- 

gulaire de MT. Il faut remarquer que le raisonn^ent donne le 
même résultat que M' soit pris à gauche où à droite de M, 
pourvu qu’il se rapproche de M . 


154. — Plus généralenieni prenons une fonction quelconque 
Y = f{x), un point M de coordonnées ac, y de la courbe repré- 
sentative, et un point voisin M' dont on peut représenter les 
coordonnées par x à, v -I- k. La dilVércnce h des abscisses de 
M' et M s’appelle V accroissenienl de la variable x; cet accrois- 
sement est positif si M' est à droite de M et négatif dans le cas 
contraire. La diUéreace k des ordonnées est l'accroissement 
correspondant de j ; il est positif si M' est au-dessus de M et 
négatif dans le cas contraire. Le coeflicient angulaire de la corde 

MM' est Quand M' tend vers M et par suite quand h tend 

vers O, ce rapport | a en général une limite qui est par définition 

le coefficient angulaire de la tangente en M à la courbe. Oa 
l appelle la dérivée de y par rapport à x (*), pour la valeur par- 
ticulière de X considérée, et oq la désigne par y' ou /' (x). 

Si nous reprenons le Ci^s de la parabole y = x® on a pour le 
point M.' : y -h k — {x -h hy. On en tire, en tenant compte de 
y = x' : 

k — (x -h hy — a:^ = x* -H ihx -+- A* — x^ = ^hx -I- /i* 

et par suite 

J, 

Ig 0 ^ = 2X -h /u 


(*) Nous verrons plus k)in (329) que )t notion de dérivée est au fond 

identique à celle de vitesse. 
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Quant h tend vers 0, tg Q tend vers 2æ ; c'est la valeur de la 
dérivée : 

y' = 2jr. 

Ceci correspond bien au résultat numérique déjà obtenu^pour 
X = 0,8, car on a y = 2 . 0,8 = 1,6. On retrouve également 
un autre résultat déjà indiqué (146) : la tangente en 0 est Ox, 
car en ce point / = 2 . o = o. 

Si l’on applique la même méthode à la recherche de la dérivée 
da y — ax h, on a : y 4 - fc = a (x -t- /t) +- b, et par suite 

k — ah, ou ig 0 — j^— a, ou enQn y' — a, résultat facile à 

prévoir si l’on se rapporte d’une part à la définition de la dérivée, 
et d’autre part à celle du coefficient angulaire d’une droite. 

A chaque fonction y = y (x) correspond ainsi une fonction 
y' — /' (x) ; par exemple poury = x*, on a la fonction y' = 2X. 
Celle fonction y' s'appelle la fonction dérivée de y. Nous trou- 
verons en trigonométrie des calculs analogues à ceux qui pré- 
cèdent, dans la recherche des dérivées des fonctions circulaires 
(178, 333). 

165. — Il existe un grand nombre de règles permettant la 
dérivation rapide de fonctions de formes très diverses. Nous 
nous bornerons ici à examiner le cas très simple où la fonction 
y de la variable x, peut être considéré comme la somme, le pro- 
duit ou le quotient de deux autres fonctions u et v de la même 
variable, fonctions que nous supposerons continues. La dérivée 
y' se calcule alors immédiatement si l’on connaît les dérivées 
u' et d des deux fonctions u et t> par rapport à x. 

Prenons d’abord le cas de la somme : y = u -+- 1', et donnons à 
X un accroissement h, d’où résultent pour «, v et y, des accrois- 
sements respectifs a, b et k. On a y -H A' = (u -f- a) -+- (o -H b), 

• fi 

et par suite k — a H- b. On en déduit pour le rapport ^ : 



FONCTIONS ET DÉRIVÉES 


197 


Si h tend vers o, par hypothèse les rapports ^ et | tendent res- 
pectivement vers u' et v' dérivées de u et o par rapport à x. On 
k 

en conclut que ^ a une limite y' donnée par : 

y' = «'-h v' 

Le même raisonnement appliqué à une fonction y liée à it et v 
par la relation y = Au -t- Bw, dans laquelle A et B désignent des 
constantes, conduirait à la dérivée y' = Au' -t- Bu'. 

Si y est le produit des fonctions ii et v c’est-à-dire si 
y —• MU, en gardant les mêmes notations que ci-dessus pour 
les divers accroissements, on a : 


y ■+■ k = (h -h a) (u -f- h) 

et par suite : 

k = (a a) (v -h b) — nv — iib -f- va ■+- ah 
Le rapport ^ est alors donné par : 

u6 -+- va -+- ab 


k 

k 


b a a , 


D’après les hypothèses déjà faites les limites des deux premières 
parties sont u . v' et v , ii'. Quant au dernier terme c’est le pro- 
duit de 6, qui tend vers o, par le rapport qui a une limite 
finie ou nulle ; il tend donc vers o, et l’on trouve : 

y — m/ -I- vu' 

Enfin si y = ~ , nous supposerons expressément que pour la 

valeur considérée de x, le dénominateur v ne soit pas nul, sans 
quoi la fraction n’aurait plus de sens. On trouve ici : 

ü -h a u [u -h a) V — u{v -h b) au — bu 

V -4- 6 V v{v -h b) v{v-hb) 

On peut d’ailleurs supposer h assez petit pour que dans l’inter- 
valle de ü à V -h 6, la fonction v ne prenne pas de valeur nulle, 
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si l’on suppose celte fonction continue. Si maintenant nous di- 
visons les deux membres par h, on a : 



a b 


h' 

v(v b) 


U 


«t en supposant que k tend vers o 

, va' — av' 
J = — — 


L’application de ces règles est imnxkliate ; c’est ainsi que le lec- 
teur en déduira sans peine que la dérivée de j = ax^ h- bx -t c 

est y — 2ax h ; que celle de y ^ est y' = -^2 ^ , etc... 


166 . Variation des fonctions. — Une fonction y de a? est 
dite croissante pour une valeur x de la variable, lorsque y croît 
quand x croît et décroît quand x décroît. Si Ton donne h x un 
accroissement h positif, A* est par suite positif; si h est négatif, 

k Test également. Le rapport est donc toujours positif. Sa 

limite qui est la dérivée y' a même signe : lors(ju\ine fonction 
est croissante pour une vaîeiir x de ta variable, sa dérivée est 
positive ou nulle, pour cette valeur. Nous verrons plus loin ce 
qui oorrespofid au cas où la dérivée est nulle. Celte propriété est 
presque évidente géométriquement, car elle revient à dire qae 
pour une fonction croissante le coefficient angulaire de la tan- 
gente est positif. 

Une fonction y de x est décroissante pour une valeur x de la 
variable si y décroît quand x croît, et croît quand x décroît. 
On établit comme précédemment que, lorsqu une fonction est 
décroissante pour une valeur x de la v^ariable, sa dérivée est 
néfjatiue, ou nulle,, pour cette valeur. 

Par exemple, la fonction représentée par la courbe F {fiq. 3 i) 
est Câ'oissante au voisinage de M, et décroissante au voisinage 
de M'. 
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t 57 . — Oh dit «qo^une foiidttoii moûdmmm pour une 
<va9eur jrde 4a variatilë, iorstfue (a valeur oonrespondanle y de 
la esl plus grande que loutes les valeurs voisines. C est 

oe qui a lieu au powatN 

Cherchons ta valeur de la dérivée en un tel fnni. Dnnnoas 
il æ un aocpoisseineiit à posilif oü négatif ; j étêM plus grand 
que la valeur y qui eonespondà ic H- t, l’acoroissenieiit k 

, . A: 

est négatif. Donc, pour h positif, ^ est nêgadf ; pour h négatif, 

le dénominateur ayant changé 
de signe, ce même rapport est 
positif. SI, ce que nous suppo- 
serons, la dérivée en N existe, 
e’est-à-dke s’il y a une tan- 
gente et une seule à la courbe T, 
on en déduit que cette dérivée, - 
limite commune de deux rap- 

ports ^ de signes contraires, est 

forcément nulle. Ce résultat 
est d’ailleurs évident, géomé- 
triquement, puisque, en N, la tangente est parallèle à Ox, et 
par suite a un coefficient angulaire nul. 

Une fonction est dite minimum pour une valeur x de la va-^ 
riable, lorsque la valeur correspondante y est plus petite que 
toutes les valeurs voisines. C’est ce qui a lieu au point 3i). 

On démontre comme ci-dessus qu en oe point y' , est nul. 
Donc : pour toute valeur de x rendant la fonction maximum ou 
minimum f la dérivée est nulle. La réciproque n’est pas toujours 
vraie, car il pourrait arriver que Ton eût un point tel que P 
3i) pour lequel la tangente, qui d’ailleurs traverse la 
courbe, est horizontale et par suite la dérivée nulle, sans que 
l’on ait un maximum ou un minimum. 

15B. — U résulte de ce qui précède que, pour étudier les 
variations d’une fonction, ce qui revient au même, pour en 
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construire la courbe représentative, on peut procéder comme iï 
suit. On cherche si la fonction est continue pour toutes les 
valeurs de x. Si elle est continue quand x va d*une certaine 
valeur a à une valeur 6, ou comme Fon dit da/is ^intervalle 
a, 6, on cherche la dérivée y = f'{x) de la fonction, et Ton 
étudie son signe dans cet intervalle. Quand la dérivée est posi- 
tive, la fonction croît; quand la dérivée est négative, la fonction 
décroît ; quand la dérivée est nulle, la fonction présente un 
maximum, ou un minimum, ou tout au moins un point où la 
tangente est horizontale. Il est d*ailleurs facile en pratique 
de distinguer ces divers cas. 

La dérivée étant le coefficient angulaire de la tangente (I54)v 
on voit en outre que, si la dérivée est très grande en valeur 
absolue, la fonction croît ou décroît très vite ; si elle est très 
petite, la fonction croît ou décroît très lentement. 


159. Variations du trinôme du second degré. — En plus 
des diverses applications que le lecteur trouvera plus loin (166^ 
167, 241), nous allons montrer comment remploi des dérivées 
permet d'étudier do façon simple les variations du trinôme du 
second degré : y ax^ -f- 6aî -f- c (113). 

La dérivée d'une telle fonction est, comme nous l'avons dit 

(165),/ = vnax -H b = 2 ( 1 ^* -f- Son signe dépend d’une 

part du signe de a, d’autre part de la grandeur relative de — ^ 
et de X. Supposons pour fixer les idées o positif. La dérivée est 

alors positive pour £c > — — , nulle pour x = — néga- 

. b 

tive pour X <. — — • 

La valeur prise par y pour x — ^ est : 


\ 2 a/ ^ \ 2 a/ 4a 


62 

2 a 


62 — 4a(r 
4a 


Suivant le signe de 6* — l^ac^ cette ordonnée est positive ou» 
négative ; elle est nulle pour 6* — 4ac = o. 
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Enfin remarquons que, si x devient de plus en plus grand 
en valeur absolue, y devient de plus en plus grand et positif.. 
Ces résultats permettent de dresser le tableau de variations qui 
suit : 


X 

— 00 

croît 

_ 6 
aa 

croît 


ù 


— 

0 

4- 


y 

' -h 00 

décroît 

Aac — 

mm : -- — ; 

4a 

croît 

-f- 00 


Ce tableau s'explique de lui-même. Les signes marqués sur 
la ligne de la dérivée, permettent de savoir immédiatement si 
la fonction y croît ou décroît. Quand aux signes + oo , — oo 
(oo s’énonce infini) ils servent simplement à noter de façon 
commode que x ou y prend des valeurs très grandes, et posi- 
tives ou négatives suivant te signe extérieur. 

Si le coeilicient a de était négatif, on aurait une variation 
de tous points comparable aux 
précédentes, mais y croîtrait 

d’abord jusqu’à la valeur ^ 

pour décroître ensuite. 


4a 


160 . — L’allure générale de 
la courbe représentative se dé- 
duit aisément de ce qui pré- 
cède. Elle a ses branches infi- 
nies tournées vers le haut ou 
vers le bas suivant le signe de a. 

Le tracé (yîÿ. 82 ) a été fait en 
supposant a = 2 ; b = — 5 , 2 ; 
c= — 3,1. Le point S qui est le point le plus bas a comme coor- 
données Os = 



Fig. 3 j 


= — 6 , 48 . 


^=1,3 et sS = — J — -- 
aa ’ 4n 

Il y a ici deux valeurs de £C : OA =3,i et OB = — o,5 pour 
lesquelles y est nul, ce qui revient à dire que l’équation du se- 
cond degré ax* 4- 6æ + c = o- a deux racines. Il n’en serait 
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ptin <de même si S était au-dessus de Ox, c'^st-à-dire si 
è* — Hoc était négatif. Enfin, on ■vml que y prend des TBleuere 
pnsM'ves pour toal» valeur de æ wrféweure kOB = |S on supé- 
rieure à OA. = a, et des valeurs négatives pour toutes vdeDr 
de X comprise dans Tinlervalle de a à Tous ces résultats ont 
déjà été obtenus par une autre méthode (113). 

Nous allons montrer qu’une telle courbe est une pamfco/e (148), 
Si Ton prend comme axes de coordonnées SX et SY, parallèles 
à Ox et Oj menées par S, un point M de la courbe d’abscisse 
O) — Op et d*ordonnée : y = Oq a comme nouvelles coordon- 
nées X SP cl Y — SQ . Cherchons la relation qui lie X à Y 
quand M décrit la courbe. 

On a dans tous les cas de fîgure (240) : 


(>p == O5 sp = {h -h SP 


ou : 


et de même : 


ou : 


X 


2a 


O7 = pM = pV -h PM = sS 4- PM 
4ac — 


y = 


4a 


Y. 


Portons ces valeurs dans la relation y — ax^ 4~ bx 4- c, qui 
lie les anciennes coordonnées de M, elle devient : 

ou après simplifications : 

Y = aX* 


ici Y == aX*, ce qui est bien l’équation dune parabcAe de som- 
met S <(146). 


Exercices. — N" 108, 109, 199, 200, 201, 202, 208, 204, 205, 
m «07, 208, 209, «10, 211, «1«, «18, «14, «15, «16, «17, 
«18, «19, <«0, «81, «««, 2«8, ««4, 225, «26, «27, «28, 229, 
«80,874,878. 
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101. But de la Trigonométrie. — L’Algèbre s’occupe plus 
epédalement des propriétés des nombres et la Géométrie de 
celles des figures ; mais il y a entre ces deux sciences de nom- 
breux points de rapprochement. C’est ainsi que la Géométrie 
Analytique (142 et suivants) en particulier apporte au secours 
de l’Algèbre la notion de représentation graphique. Par contre 
l’Algèbre permet de substituer à l’étude d’une courbe celle de 
son équation. Mais, de façon plus élémentaire, le calcul s’intro- 
duit déjà en Géométrie par le seul fait qu’on mesure des lon- 
gueurs et nous en verrons de nombreux exemples (240 et 
suivants). Il est commode, dans le môme ordre d’idées, de 
pouvoir mesurer les angles et de faire des calculs sur les nom- 
bres ainsi obtenus, car les distances et les angles sont les plus 
simples des éléments mesurables d’une figure. 

Pour prendre un exemple précis, supposons que nous con- 
naissions deux côtés d’un triangle et l’angle compris. l.c 
triangle est parfaitement connu. Nous pouvons le cons- 
truire (286). Mais, si nous mesurons sur la figure la longueur 
du troisième coté, la précision de cette mesure n’est pas indé- 
finie et dépend essentiellement du tracé. Môme si les côtés et 
l’angle donnés sont connus avec une très grande précision, il 
nous est impossible de dépasser une certaine approximation 
pour le résultat demandé. 

Le bat de la Trigonométrie est précisément de résoudre de 
pareils problèmes et de déterminer par le calcul, avec une préci- 
sion aussi gruide que l’on veut, les éléments incemnus, angles 
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OU distances, d’une figure pour laquelle on a déjà un nombre 
sulUsant d’éléments connus. 

162. Mesure des angles. — 11 est indispensable deq)ouvoir 
faire correspondre à chaque angle xOy 
{Jiff. 33) un nombre qui permette de le 
retrouver avec certitude. Les procédés 
que l’on peut employer sont très nom- 
breux ; nous allons passer les princi- 
paux en revue. 

L’idée la plus simple est celle qui 
consiste à tracer un cercle de centre Q 
et à mesurer l’arc AB ('), par comparaison avec un arc pris^ 
comme unité. Cette unité peut d’ailleurs être l’angle droit, le 

degré (p') ou le grade (i^) (189, 234). On trouve ici : | 
d’angle droit =“ 36" , 

On peut encore mesurer l’arc AB avec une unité de longueur 
quelconque, mais, pour éviter que cette mesure ne dépende du 
choix de cette unité, on prend le rayon OA comme unité de 
longueur. On dit alors que l’angle est mesuré en radians. On 
trouve ici 0,6283. Remarquons qu’un angle droit vaut 90", 

ou loo* ou - radians. Ce dernier nombre résulte de ce que la 

longueur d’une circonférence de rayon i est 271 (262). 

Le passage de l’un quelconque de ces nombres aux autres se 
fait de façon simple à l’aide des tableaux que nous donnons à la 
fin du volume, tableaux dont l’usage est immédiat. 

On pourrait enfin, comme on le fait quelquefois, mesurer la 
longueur de la corde AB et dresser ce que l’on appelle une table 
de cordes, mais ce procédé se ramène au fond à l’un de ceux 
qui nous restent à étudier. 

163, — On peut songer, pour mesurer un angle, à construire 



(9 Nous supposons connues les principales propriétés des arcs de cercle,, 
des triangles, etc..., propriétés qui seront étudiées en Géométrie. 
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un triangle simple, isocèle ou rectangle (197) dont xOy soit 
un angle et à mesurer les côtés de ce triangle. Si Ton porte 
sur Oa? et Oy des longueurs égales OA et OB pour former un 
triangle AOB isocèle [Jig. 33), la mesure du côté AB revient à 
la mesure d*une corde du cercle de 
centre O de rayon OA. 

On a des résultats notablement 






Fig. 


différents si Ton construit un triangle 
rectangle tel que OPQ 34). Si Ton 
connaît deux côtés d’un tel triangle, le “ 
troisième s’en déduit par le théorème 
de Pythagore (251) et Tangle xOy sera complèteinent déter- 
miné. Deux perpendiculaires telles que PQ et P'Q' donnent 
des triangles OPQ, OP'Q' qui sont semblables (248). Aussi 
suffit-il de connaître le rapport de deux côtés d’un lel triangle 
pour qu’on puisse le construire. Ces divers rapports ont reçu 

PO 

des noms différents. C’est ainsi que s'appelle le siniis de 
OP . PO 

l’angle xOy ; qq le cosinus et Qp la tangente, ce que Ton écrit : 


sin xOy = 


PQ 

00 


cos xOj = 


OP 

OQ 


Ig xOy 


PQ 

OP* 


Le sinus, le cosinus et la tangente d’un angle sont appelés des 
lignes irigonoméiriqaes de cet angle. H faut bien remarquer 
que les lignes trigonométriqiies d'un angle sont des rapports et 
non des longueurs, quoiqu’en pratique on suppose, comme nous 
le verrons, le dénominateur égal à i . 

Remarquons que les déterminations d’un angle q)ar son sinus 
ou par la corde de l’arc AB {fig. 33) qu’il détache sur une cir- 
conférence sont analogues, car la demi-corde MB est, comme 
on le voit, le sinus du demi-angle MOB, si l'on suppose le rayon 
égal à 1 . 


164. Lignes trigonométriques. — Nous allons reprendre 
ces notions pour les préciser ; mais, pour leur donner plus de 
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généralité» nous atUins d’abord étendre Les aotions d’angles et 
d’arcs. 

Traçons {fig. 35) un eervk trigMmnétrique, c'estd-dire un 
oerde de rayon i. JSoas conviendrons de compter potitieeBuni 
tout are de ce cercle pareonru daH0 le sent 
de la Jlèche, et négatmement tout arc par- 
couru en sens contraire (IBS). Le sens positif 
est le sens inverse de cekû dans lequed 
tournent les aiguilles d'une montre. 

C’est ainsi que l’arc AM est positif, tandis 
que l’arc MA est négatif. De mên>e Cmgle 
F*»- 3a (le OA oaec OM, c'est-à-dire f angle dont doit 

tourner OA pour s’appligiur sur OM, est positif et l’angle de 
üiSt avec OA est négatif. 

Mais on peut aller de A à M de bien des façons. On peut, 
par cvemide, partir de A et faire 5 fois le tour de la circonfé- 
rence, ce qui nous ramène en A, puis décrire ensuite l’arc AM. 
On peut encore aller de A en M en tournant dans le sens néga- 
tif, etc.. Il y a une infinité d' arcs d'origine A et d’extrémité M 
et par suite une infinité d’angles de côté origine OA cl de côté 
extrémité OM. 

Qu’ils soient positifs ou négatifs, tous ces arcs peuvent se 
déduire les uns des autres par addition ou soustraction d’un 
certain nombre d’arcs égaux à unecirconlerence; c’est ainsi que 
l’arc ANM est égal 5 la somme de l’arc négatif ANMA et de l’arc 
positif AM. Si l’on mesure AM en radians, ce qui donne une 
certaine valeur x, la circonlerence ayant d’ailleurs comme va- 
leur 27t (162), on voit que tous ces arcs, ou tous ces angles, 
sont compris dans la formule x -+- afcr, le nombre k étant un 
entier positif, négatif ou nul. 

166. — . Prenons deux diamètres cc'Ox, y'Oy {fîg. 36) et 
supposons que l’on fixe sur ces deux diamètres des sens positifs 
Oa; et Oy (66), tels que l’on puisse passer de Ox à Oy par une 

rotation de -t- c’est-à-dire par une rotation d’un angle droit 
dans le sens positif. 
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MP sur Oæ. On appelle sinus d’un axe AM ou do L’angk AGM 
le nombre poûiif ou n%atil qui meaHiMi le segoienA PM, le sens 
positif pour un tel segment étant celui 
de Oy. Le cosmu« du méiiM ar^l» est 
le nombre qui mesure le segment OP ; 
la tangente, le nombre qui mesure le 
segmeni; AT intercepté par les côtés de 
l’angle, AOM sur la tangente en A au 
cercle (289). On voit que ce sont là 
simplement des généralisations des dé- 
finitions déjà données (163). 

Tous les arcs d’origine A et d’extré- 
mité M ont, d’après ce qnî précède, 
les mômes lignes trigonométriques, ce que l’on peut écrire : 

iin (x -h 2/cii) = sin x 
cos (x -¥• 2/lt) = cos X 
tg (x -+- 2K1t) = tg X. 

Il existe deux relations très importantes entre les trois lignes 
d’ua méitte axe; la pcemâèee; se déduit du théorème de Pytba- 
gore qui, appliqué au triangle OPM, nous donne immédiate- 
ment (251) : 

sin* X -+- cos* X = 1 



Fig. :io 


La deuxième s’obtient en remarquant que les triangles OPM et 
OAT sont semblables, d’où l’on déduit : 


tg X 


sin or 
cos X 


relation exacte dans tous les cas de figure. Bien qu’elle soit 
beaucoup moins importante, citons encore la formule suivante 

qui peut se déduire des précédentes : — = i -f- tg* x. 

Il résulte en particulier de ces deux formules fondamentales : 
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que l’on peut calculer les diverses lignes d’un arc, connaissant 
l’une quelconque d’entre elles. 

On appelle parfois cotangente l’inverse de la tangente : 


cotg X = 



cos X 
sin x' 


166 . Variations des lignes trigonométriques. — Les va- 
riations du sinus d’un angle, qui croit ou qui décroît cons'- 
tamment à partir de zéro, résultent de la définition même du 
sinus et sont résumées dans le tableau suivant : 


X 

0 

croît 

n 

2 

croît 

r croît 

TT 

2 

croît 2 

sin .x* 1 

0 

croît 

1 

décroît 

0 décroît 

— 1 

croît 0 


Si l’arc continue à croître et devient plus grand qu’une circon- 
férence, on retrouve les mêmes valeurs de 27r à 4tr, puis de 4it 
à Ott, ... ; ou encore de — an: à o ; de — à — an, ... C’est 
ce que l’on traduit en disant que la fonction y = sin x est une 
fonction périodique de période 

La valeur maximum i du sinus a lieu quand M est en B, pour 

TT 

X égal à - %]iK\ le minimum — i en B' , pour x = — -i- a Air. 

Le graphique ci-contre (fig. 87) donne les variations de cette 
fonction y = sin x et ne fait que traduire les résultats du tableau 



précédent. Il est essentiel de remarquer que ce tracé dépend du 
choix de l’unité d’angle ; on prend ordinairement le radian 
omme unité et la courbe obtenue s’appelle alors une s inussoïde. 
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Nous verrons ( 178 ) qu'avec celte même hypothèse sur le choix 
de Tunité d’angle la dérivée de y est y' = cos x. 

Les variations du cosinus sont analogues à celles du sinus. 
Aux points A, B, A', B', correspondent des arcs dont le cosinus 
prend les valeurs : 1,0, — 1,0. Le maximum et le minimum 
ont donc les mêmes valeurs pour cos x et sin x. Quant au gra- 
phique des variations de cosx (/z^. 37) il se déduit de la sinus- 
soïde déjà construite par une translation ( 213 ), ce que Ton 

pourrait établir en se servant de la formule cos^~ — = sin .7; 

( 171 ). 

167 . — Les variations de 1^ fonction y =: ig x sont un peu 
plus compliquées à étudier. Quand l’arc AM croît de o à 

^ == 1,57079 la tangente AT croît indéfiniment. C’est ainsi 

que pour 7. — 1 on a tga=i,5G ; pour a = 1 ,5 on a tga “ 1 '1, i ; 
pour a = 1,07 on a tga== 1260 environ ; etc... Mais dès que le 
point M a dépassé B, la tangente est négative tout en restant très 
grande en valeur absolue. La fonction y — tg x est discontinue 

pour X = ^\( 152 ). On dit parfois qu’elle passe de — oc à oc . 

Quand M va de B en A', la tangente décroît et devient nulle en 
A'. On a le tableau suivant des variations : 



tg X I O croît — oo|-4-oo croît o croît oo | — 00 croît o 


La fonction est périodique avec comme période n et non plus 
27r. Le graphique correspondant à ces variations est forme 
{fî(j. 36) de branches distinctes comprises dans les divers inter- 
valles de — ~ à ~ , de ~ à ™ , de à — , ... La fonction croît 

2 H Qd ^ 2 d 

constamment dans chaque intervalle. D’ailleurs nous verrons 
que la dérivée de y=tga5eçt / = (^78), dérivée qui est 

toujours positive. 

l.'l 


A. Sainte-La guc. 
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Les variations de la cotan^nte donneraient lieu à une étude et 
à un graphique analogues. 



Fig. 38 


168. Relations entre les lignes trigonométriques de 





Fig. 39 


divers arcs. — Si l’on remplace un 
point M par l’un quelconque de ses sy- 
métriques par rapport aux axes 

(Av- '^9)' lignes Irigonométriques 
de ces divers points ont la même valeur 
absolue, mais non les mêmes signes. 
En étudiant en détail les divers cas qui 
se présentent, on établit sans peine les 
diverses formules : 


8 in(-it — 3;)= sinx sin (— x) = — sin x sin(it-hx)= — sinx 
cos(it — x) = — cosx cos( — x)= œsx cos('Tt+x)= — cosx 
tg(it-|-x) = — tgx tg(— x) = — tgx tg(ir + x)= tgx 

La cotangente donnerait des formules analogues à celles de la 
tangente. 
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Trois seulement de ces formules ne coniiaünent pas de signe 
extérieur. La première : 

sin (tc — x) = sin a? 

montre en particulier que deux ant/les supplémentaires ont le 
même sinus: sin AOM = sin AOM' ; la deuxieme: 

cos ( — x) = cos X 

prouve que le cosinus de deux directions OA et OM ne dépend 
pas de l'ordre dans lequel on les prend : cos AOM — cos MOA ; 
enfin on déduit de la troisième : 

tg (r x) == tg X 

que la tangente de t angle que fait une droite avec un axe Ox ne 
dépend pas du sens positif pris sur cette droite : tg AOM = 
tg AOM"' ; c*cst ce qui nous a permis (145) de définir le coelli- 
cient angulaire d*unc droite. 

169. — Inversement, il résulte de ceci qu’un arc n'est pas 
complètement déterminé par la connaissance de l’une de ses 
extrémités ou de Tune de ses lignes trigonomélriques. Si par 
exemple on se donne le sinus d’un arc OQ {fig, Sq), on voit 
que son extrémité peut se trouver soit en M soit en M', pourvu 
que OQ soit compris entre — i et -f- 1 . A chacune de ces extré- 
mités cori-espond d’ailleurs une infinité d’arcs qui sont donnés 
par les formules suivantes, dans lesquelles x désigne l’iin quel- 
conque d’entre eux : 

ftlaz X et üfcîr 4 - — x) ( 2 A: -t- 1 ) — ‘T* 

De façon analogue, pour tout arc de cosinus ÔP compris 
entre — i et -H i. on a deux extrémités M et M" et les arcs 
correspondants sont donnés par les formules : 

2/fTc -h X et 2/f7r — X 

ou si l'on veut : 


2fcir ± X 
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Si Ton se donne la tangente Aï, on a encore deux extrémité» 
M et M'" et deux formules : 

îi/fir -h ce et afeir -f- (r -h x) — [ 2 k i) ir H- x 
ou encore : 

kiz -4- X 

k étant un entier quelconque, pair on impair. Les résultats sont 
exactement les mêmes pour la cotangenle. 

170. Tables trigonométriquea. — La table des valeurs nu- 
mériques des lignes trigonométriques de Tare cr, quand cet arc 
varie, s’appelle table de liffnes naturelles, par opposition avec 
les tables logarithmiques donnant les valeurs des logarithmes 
de CCS mêmes lignes. Le lecteur trouvera de telles tables à la 
lin du volume. 

Dans un cas comme dans l’autre, une table sera complète 
si l’on donne à Tare x des valeurs comprises entre o et 27 r, 
puisque nous avons vu que le sinus, le cosinus, la tangente, 
et son inverse la cotangente sont périodiques et de période 

ou môme tc. Nous allons voir que l’on peut considérable- 
ment restreindre cet intervalle de variation. 

Prenons i)ar exemple le sinus. La formule : sin (tt — x) = 
— sin X permet do se ramener au cas où l’arc est compris entre o 
et 7r. La lormiile ; sin (;: — x) == sinx montre qu’il suffît même 

7 C 

d’avoir des arcs compris entre o et ~ . On ferait des raisonne- 
ments analogues pour les autres lignes trigonométriques. Gher- 
ebons par exemple la tangente de l’angle — On a, en 

remarquant que 4oo^' correspond à 2 n : 

Ig (- = tg (- 9400Ï _ 437 ) = tg (~ i 43 r) 

== — tg i 43 '^ = -H tg (200" — = tg 57^. 

II suffît donc d’avoir une- table allant de 0 à 100 ', ou si Ton 
veut de o à ^ • 


2 
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171. — Nous allons encore réduire celte table de moitié. Les 
formules que nous établirons résultent immédiatement des pro- 
priétés des triangles rectangles (163) dans 
le cas d'angles aigus ; mais pour plus de 
généralité nous allons supposer qu'il s’a- 
gisse d’arcs quelconques. 

Prenons sur le cercle trigonométrique 
4o) deux arcs AM et AM' qui soient 
complémentaires y c’est-à-dire dont la 

somme soit égale à^, ou, de façon plus 

précise, tels que leurs extrémités soient 
symétriques par rapport à la bissectrice Oz de l’angle xOy. 
Si X est l’un des arcs terminés en M, tout arc terminé en M' 

TZ 

a comme valeur ikr: ~ — x. Mais pour ce qui suit, il suftit 

de se borner à - — x. 

2 

Les rectangles MPOQ et M'P'OQ' sont symétriques par rap- 
port à Or, donc OQ — PM = sin AOM est égal à OP' — 
cos AOM', et de même OP = cos AOM est égal à OQ = P'M' 
= sin AOM', ce que l’on peut écrire : 

sin — T X j = cos X 
cos (- — x) = sin X. 



Quant aux tangentes de ces deux angles ÀT et AT' , remarquons 
que les triangles rectangles AOT et AOÏ' sont semblables, les 
angles AT'O et AOT ayant le même complément AOT' ; on a 


^ÔA 


OA — 

OU AT. AT' 



I 

tyx 


COtg X 


On aurait 


de même : cotg 



X. 
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Oo voit que le cosinus d'un angle est le sinus de t angle com- 
[démentaire, et la colangenle d’an angle la tangente de t angle 
eompUmenlaire , ce que rappellent d’ailleurs les mots « co-sinus » 
et (( co-tangcntc ». 

172 . — Si donc on a dressé la table des valeurs du sinus 
jtour des arcs allant de o” à 90" ou de à 100", il sera inutile 
de dresser la table des valeurs du cosinus dans cet intervalle; 
de même la table des tangentes dispensera de celle des colan- 
geiites. 

On adopte le plus souvent la disposition pratique que le lec- 
teur trouvera ù la lin du volume. La table va de o® à 45 ® 
ou de à 5o^’, avec dans quatre colonnes distinctes les valeur» 
du sinus, de la tangente, de la cotangente et du cosinus; en 
lisant de bas en haut on trouve les valeurs des lignes trigonomé- 
triques des arcs de 45 " à 90", ou de 5 o^ à 100^. 

C’est ainsi que la ligne marquée 43 ^ donne en lisant de haut 
en bas : 


sin 43'*' - o,()2 tg 43" = o,8ü cotg43"=i,35 cos 43 ’ — 0,78 
et en lisant de bas en haut : 

cos57" = o,() 2 cotg57‘^ = (),8o tg57^ = i ,25 8in57'!'= 0,78. 

Nous avons déjà vu que tout arc peut être ramené à être com- 
pris entre O et ; d’ailleurs le lecteur trouvera, à côté de ces 
tables, un petit tableau permettant d’obtenir immédiatement 
ce résultat; c’est ainsi que l’exemple déjà traité donne ici : 
tg( — 3743^) = tg ( — 38 . 100 '!' -t- 57") = tg 57^ = 1,25 
car : — 38 — — 4 o -4- 3 = multiple de 4 3 . 

Les nombres des divers tableaux ont été obtenus à l’aide de 
méthodes dont nous ne parlerons pas ici. 

Bornons-nous à faire remarquer que certains arcs remar- 

quables compris entre o et - donnent des lignes trigonomé- 
Iriques faciles à calculer. C’est ainsi que le lecteur pourra dé- 
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duire des propriétés du carré, de l’hexagone régulier et du 
triangle équilatéral (259) les résultats suivants : 
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par E la projection (196) de P sur Oyi. On voit enfin que l'arc 
a? -f- y compté avec A comme origine a son extrémité en P et 
que par suite : 

OV — cos {x -f- y). 

Pour calculer ce segment OF projetons D en G sur Ox. 
Quelle que soit la disposition des trois points O, G, F sur Ox, 
on sait que ÔCJ 4 - G F 4 - FÔ = o (240), que nous écrirons ici 
OF ~ 0(x 4 - GF. Evaluons les divers termes de cette somme. 
Les triangles semblables OGD et OCM donnent en grandeur et 

OG OD OG cos y ^ 

en ..gne : ou ^ . Donc : 

OG = cos X cos y. 

Pour calculer (JF, remarquons que les deux segments DP et OÉ, 
qui sont égaux, parallèles, et de même sens, ont des projections 
égales et do même sens : GF = OIÎ (216). D autre part, proje- 
tons iN en 1 sur üx, on a en grandeur et signe: 2-^- 

01 ON 


L’angle AON est égal a AOM }~ MON soit x 4 - " et Ton a 

011 sin y tz,, ( . 

— — ^ Qy (jij ^ çQj, / ^ “^3/ y* • 


, ou ÜII COS 


/ _I I . > 1 I I 0 I.IA r. 1U011.O . 

(x -\-l) ‘ \ U/ J 

{* (2 — ^ ~ ( — oc) — — sin X, et 


en définitive : 


GF 01! = — sin X sin y. 


La relation ÔF = Ô(J 4 - GF peut maintenant s’écrire : 

cos (x + y) = cos X cos y — sin x sin y 
ce qui est bien la formule à établir. 


174. — Remplaçons dans cette formule y par — y, en re- 
marquant que cos ( — y) — cos y et sin ( — y) = — sin y ; 
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elle devient : 


cos (.T — y) = cos X cos y + sin x sin y 

Si maintenant on remplace a; par ^ on a cos — x — y) 

= sin {x -h y) ; cos — x^ = sin x et sin = cos x, 

d’où : 

sin (x 4- y) = sin x cos y 4 - cos x sin y 

et enfin en remplaçant dans cette dernière formule y par — y : 

sin (x — y) = sin x cos y — cos x sîn y 

On obtient ainsi les quatre formules fondamentales : 

/ cos (x -f- y) = cos X cos y — sin x sin y 

I cos (x — y) — cos X cos y 4- sin x sin y 

i sin (x 'i y) = sin x cos y 4-* cos x sin y 

I sin (x — y) = sin x cos y — cos x sin y 

qui donnent les lignes des arcs x ±; y, connaissant celles des 
arcs X et y. On en déduit d’ailleurs : 


tg (x + y) = 


siii_(x 4- y) 
cos (x 4- y) 


sin X cos y 4 - cos x sin y 
cos X cos y — sin X sin y 


sin X 

— 4 ~ 

cos X 

sin X 
cos X 


sin y 
’ cos y 


t g X -H t g J 
1 — tg X tg ÿ 


et de façon analogue : 


tg — j) = 


t g X — tg y 
1 - 4 - tg X tg y 


Les formules analogues que l’on pourrait établir pour la cotan- 
gente servent très rarement. 


176. — Ces formules d'addition ou de soustraction des 
arcs sont d’un usage continuel en trigonométrie. En plus des 
;applications que nous aurons à faire dans la suite, nous allons 
.en déduire immédiatement quelques identités souvent utiles. 
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Les formules donnant cos {x -H y) et cos (x — -y) peuvent 
s'écrire par addition et soustraction ; 

( 2 cos X cos y = cos (x -4- y) 4- cos (x — y) 

{ 2 sin jr sin y = cos (x — y) — cos (x 4 - y). 

De même avec sin ("æ 4- y) et sin (x — y) : 

( 2 sin x cos y = sin (x -f- y) 4- sin (x — y) 

f 2 cos X sin y = sin (x 4- y) — sin (x — y). 

Ces deux dernières sont au fond identiques, car elles se dé- 
duisent rune de l'autre par échange de x et de y. 

Ces formules permettent de transformer comme on le voit 
un produit de sinus ou de cosinus en somme ou diflérence, 
mais c'est surtout la transformation inverse qui sert le plus 
fréquemment, car elle permet des calculs par logarithmes ; 
aussi écrit-on ces formules sous une forme un peu différente en 
posant X -h y = P et X — y = </, ce qui revient à prendre 


cos P 4- cos // = 2 COS 


cos P — COS i] — — 2 Sin 


fl P 

— ' cos - - 


s! 


sin P 4- sm </ = 2 sin 


q P — q 
_i cos ^ ^ 


. P 

sin P — sm q — vt sin 


— cos — 


Ces divers groupes de formules sont connus sous le nom de 
formules de transformation. Nous aurons à les utiliser plus 
loin (±7S, 183). 


176. Multiplication et division des arcs. — Si dans les 
formules donnant cos (x ■+■ y), sin {x -4- y), tg (x -f- y), on 
suppose X = y, on a pour les lignes de l’arc 2X en fonction de 
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celles de Tare x : 

feos^x = cos* X — sîn* x 
\ sin aa? = 2 sin x oos x 
) 2 is X 

La première peut d’ailleurs s’écrire en tenant compte de l’iden- 
tité cos* X -4- sin* x = i : 

cos 2x = 2 cos^ X — 1 = 1 — 2 sin* X, 

Si nous supposons maintenant que Ton remplace vlx par x, 
on a les diverses formules : 


g X • g X 9 ^ 

cos X = cos* sm* - = 2 cos* - 

2 2 2 

I » X X 

sin X — 2 sin ^ cos — 

2 2 

l * ^ 

* ô 


1 = 1 — 2 Sin* 


On en déduit en particulier que toutes les lù/nes trigonoiné- 
triques d’un arc s’expriment rationnellement en fonction de la 
tangente de l’arc moitié. La dernière de ces formules donne en 

effet tg X en fonction de tg ^ ; pour cos x, on a successive- 
ment : 

a X m X ^ 

cos* Sin- 1 — tg"- 

„ ,T . O X 2 2 ° 2 

COS X = cos* sin^ - = = • 

2 2 g X . g X , t a ^ 

cos“ — \- sin* - 1 -f- tg* - 

2 2 ^2 

Quant à sin x, il se déduit des résultats précédents en remar- 
quant que sin x = tg æ cos x (166). En posant pour abréger 

X . • 

tg - = t, on a ainsi : 


cos X = 


1 — <* 
î -t- <* 


lgx = 
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177 . — Le problème de la division d’un are en deux parties 
égales est inverse du précédent. Il consiste à trouver les lignes 

de Tare ~ connaissant celles de l’arc x. Habituellement, on se 

donne une seulement des lignes de Tare x. Traitons par exemple 
le cas où Ton SC donne le cosinus de Tare x : OV — cos x {Jîg. 1^2). 
Il y a, comme on le sait, deux extrémités possibles M et M' pour 
les arcs d*origine A ayant OP comme cosinus. Prenons d’abord 
les arcs AM. Au point de vue qui nous occupe, ces arcs sont de 
deux catégories suivant qu’on les forme en ajoutant, ou en re- 
tranchant, à l’arc ANM, de milieu N, un 



nombre pair ou impair de circonférences. 
Dans le premier cas, il faut ajouter à AN 
un nombre entier de circonférences, ce 
qui donne toujours N comme extrémité ; 
dans le second cas, il faut ajouter un 
nombre entier de circonférences plus une 
demi-circonférence, ce qui donne N| dia- 
métralement opposé à N. On peut dire 
en quelque sorte que les arcs AM ont 


deux milieux N et Ni. Un raisonnement analogue montre que 
les arcs AM' ont deux milieux N' et N(. 


Si donc on se donne cos æ, il résulte de la figure que Ton 


a pour chacune des lignes de / quatre valeurs possibles ; mais 


«T — • • 

on voit que les valeurs de cos -- se ramènent à deux OQ et OQ' 

égales et de signes contraires ; de même pour le sinus qui donne 
ÔR et OR' et la tangente qui donne AT et AT' . 

On peut obtenir ces résultats par le calcul. Tous les arcs 
ayant comme cosinus le segment OP peuvent se déduire de l’iin 
quelconque d’entre eux a par la formule ( 169 ) : 
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Les cosinus de ces arcs sont suivant les valeurs de k : 


• cos ^ 


( TT-f- - 

a 

cos - 

cos ( it -H - ) 

COS ( 

\ 2 / 

2 

\ 2 / 

\ 


... cos 




et se ramènent à deux valeurs di'»tinctes cos - et 


cos ~ . Le 
2 


même raisonnement donnera pour sinx deux valeurs : sin - 


et 


sin - , et pour igx : tg- et — tg- 


CC m 

On peut d’ailleurs exprimer les lignes de l’arc “ en fonction 


de cos X. Les identités cosæ = 2 cos'^ 
donnent 


2 sm 


2 


cos 


X 




cos X 


sin I = ± y/i: 


cosx 


d’où par division : 


>sj = ±v't- 


cos a; 


cos a; 


Nous laissons au lecteur le soin de traiter de façon analogue 
le cas où l’on se donne sinx ou tga?, ce qui donne dans chaque 
cas 4 extrémités d’arcs répondant à la question. Les discussions 
complètes sont d’ailleurs assez délicates. 


178. Dérivées des lignes trigonomé triques. — Le calcul 
des dérivéesdcsfonclionsy = sinæ, 3 '— cosx, 
yr:::-tga; s’appuie sur la propriété suivante : 

Si un arc x, évalué en radians, tend 

vers O, la limite du rapport est i. 

Prenons un arc supposé assez petit du cercle 
trigonométrique AM = x {Jlg. 43) et traçons la corde AM et la 

tangente AI. L’aire du secteur OAM est (270) ~ æ. Elle est 

visiblement supérieure à celle du triangle OAM, ou (182) 
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J sin Xt et inférieure à celle du triangle OAI, ou ^ tgoî, ce que 
Ton peut écrire : 


- sina: <C - ar < - Icx. 

2 2 2^ 

Multiplions ces diverses inégalités par 2 et divisons par sinx, 
qui est ici positif : 


1 < ~ 

sinx cosx 


Quand x tend vers o, cosx tend vers i et Ton en déduit que 

sin X 

sînx ^ suite de même de • 

Cherchons maintenant la dérivée de y = sinx (154). Don- 
nons à X un accroissement h d*où résulte pour y Taccroisse- 

k 

ment k — sin(x -f- h) — sinx; le rapport ^ est égal à (175) 


.h ( h\ 

I . . ... . 2 sin - cos ( X -H - I 

k sm(.T-l-/t) — sinx 2 \ 2/ 

Tl ” h ~ h 



2 

Le premier facteur tend vers t quand h et par suite ~ tendent 
vers O, le second tend vers cos x ; on a donc à la limite : 


j' = cosx. 

On verra de même que la dérivée de y = cos x est 

y — — sinx. 

Pour y = tgx, on a : 


sin (x h) sinx 

k tg(x 4- /i) — tgx cos (x 4- fe) cosx 

h ~ h ~ h 

cosx sm(x 4 -/i) — sinx cos (x 4- A) sin A 1 

Acosx cos(x 4 -A) a oosx oos(x+A) 
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Quand h tend vers o, on en déduit pour la dérivée 

» 


cos'a; 


Rappelons une fois de plus que ces formules supposent 
expressément que Panité (l’anyle esl le radian. 


179. Résolution dos triangles rectangles. — La princi- 
pale application des formules de trigonométrie est la recherche 
des éléments inconnus d’un triangle, ou résolution de ce trian- 
gle, quand on en connaît certains 
éléments. Le cas des triangles rectari- \ 

gles est particulièrement simple. V! 

Pour un tel triangle ABC (yîÿ. 4 4), ^ [ i 

l’angle en A est droit, les angles en ^ _ 

B et C sont aigus, donc les lignes 

trigonométriques de ces angles sont toujours positives cl 1 une 
de ces lignes étant connue, l’angle est lui-meme déterminé sans 
ambiguïté (169). 

Les angles sont désignés habituellement par A, B, C et les 
cotés opposés par a, b, c. On a d’ailleurs B -l-C = - en radians, 

ou encore B + G = 90“ = 100^. Pour l’uniformité des nota- 
tions nous supposerons dans tout ce qui suit les angles exprimés 
en grades. H sera facile au lecteur de passer, s’il le désire, des 
grades aux degrés ou aux radians. 

Traçons un cercle de centre B, de rayon BM = BN - - 1 , 
on a : PN sin B, BP = cosB, MT = tgB, ou, en remar- 
quant que les triangles BPN, BMT, BAG sont semblables ( 248 ) : 

^ = sinB ; g® = cos B ; = tgB. ce que l’on peut écrire : 

^ 6 = a sin B 
c = a cos B 
> 6 = c tg B 

De même pour G : 

{ c — a nn C 
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La surface du triangle est donnée par S = ^ AB , AC — ^bc 

(267). Ce sont ces formules qui vont nous permettre de résou* 
dre un triangle rectangle connaissant deux côtés, ou un côté et 
un angle aigu. Les solutions géométriques de ces problèmes 
seront données plus loin (286). 

180. — I. Soit à résoudre un triangle rectangle pour lequel 
on se donne les deux côtés de ï angle droit : fc, c. On a immé- 
diatement : 

i 


Celle dernière formule est plus avantageuse pour le calcul que 
celle que donne le théorème de Pylliagore : a — (251). 

Si Ton emploie les logarithmes (131) en sc servant des tables 
logarithmiques, on a les formules : 

log tg B ~ log b -H colog c 
loga = log<> -h colog sin B. 

On appliquerait de même le calcul logarithmique aux divers 
problèmes qui suivent. 

II. On se donne un côté de V angle droit et 1* hypoténuse : 6, a. 
On a ici : 

( sin B = - 

a 

C = 100' — B 
c — a cos B 

La dernière formule est plus commode pour le calcul que 
c — 6*. Un tel triangle existe si sin B < i» ou 6 <C n. 

HL On se donne un côté de l'angle droit et un angle aigu : 
6, B. Remarquons que les angles aigus étant complémentaires, 


_ b 
c 

= looï _ B 
sin B 
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il suffit d’en connaître un pour que l’autre le soit également, 
•d’où : 


C = 100^ — B 
b 

"-suTB 


tg B 


IV. On se donne l' hypoténuse et un aivjle auju : a, B. On a 
les formules : 

G — 1 oo ‘ — B 
6 — a sin B 
c = a cos B 


181 . Résolution des triangles quelconques. — Nous 
allons d’abord établir quelques relations très importantes entre 
les côtés a == BC ; b — CA ; c ~ AB et les angles A, B, C d’un 
triangle ABC quelconque {fiy. 45). Les angles satisfont à la 
relation remarquable ( 218 ) : 

A -H B H- C = 200‘ 


Si deux d’entre eux sont connus le troisième Test également. 

Ces angles étant compris entre o' et 200 ^ leurs sinus sont 
toujours positifs ; leurs cosinus ou tan- 
gentes sont positifs si Tanglc est aigu, 
négatifs s'il est obtus. Un angle d'un 
triangle est par suite déterminé sans am- 
biguïté par son cosinus ou sa tangente, 
mais, si l’on donne son sinus, il y a deux 
angles supplémentaires l'un de l'autre qui 
répondent à la question ( 169 ). 

Menons le diamètre CG' = 2 II du cercle circonscrit au 
triangle et remarquons que dans le triangle rectangle BCG' 
l’angle BC'C est égal à BAC ou A(235).0na : BG = CG'. sin A, 

•ou = 2 R. En procédant de même pour les autres som- 

A. Saînte-Laguc. i5 
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mets, on a les relations très importantes qui suivent : 

a b c 

sin A Sn B sin C 

la valeur commune de tous ces rapports étant d’ailleurs 2 R. 

Nous allons établir un nouveau groupe de relations entre les 
éléments d’un triangle en menant la hauteur CH et appliquant 
le théorème de Pythagore (251) aux triangles BIIC et AHC, 
ce qui donne successivement : 

iÏG* = cTl* + bTi' = Âxf — ÂÏÎ' -t- (\B — AH)* 

==Âc’— 2 AB.AH=IcVÂîr— 2 AB.AH 

OU encore : 

a} = -4- c- — ihc cos A 

en remarquant que AH — AC . cos HAC = h cos A. Celte re- 
lation a été établie en supposant que l’angle A est aigu ; s’il est 
obtus, il faut remplacer le dernier signe — par - 4 -, mais cos A 
est négatif et l’on est conduit au même résultat. On a donc les 
trois nouvelles formules : 

, «2 _ 1,2 ^ ^2 ^ 

j 62 c2 -h a2 — 2 ca cos B 
\ c2 = a* 4- 6* — 2 ab cos C 

Il existe un grand nombre d’autres relations entre les éléments 
d’un triangle, mais nous nous bornerons à donner celles qui 
précédent. 

182, — On a parfois besoin de calculer la surface d’un triangle 
ABC (fig. 45) en fonction des cotés et des angles de ce triangle- 

Ce calcul résulte de la formule connue (267) : S = i AB. GH 

= ^ AB • AC . sin II AC, qui peut s’écrire : 

S = i 6c sin A 
a 

On aurait de même 

S = eu sin B = i- a6 sin C 
2 a 
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Il est souvent commode d'avoir S uniquement en fonction des 
côtés ; on remplace alors sin A par sa valeur en fonction des 
côtés, valeur déduite de = b* ■+■ c* — 2 6c cos A, qui peut 
s’écrire : 

. 6* -f- c* — a* 

cos A = , 


On a par suite : 



Transformons la quantité sous le radical, en remarquant que 
c’est une différence de carrés (86) ; on a successivement : 

(26c)* — (6* 4 - — a^)'^ = (a6c 4- 6® 4- — o*) (26c — 6* — c* 4 - a‘^) 

= [(6 -h cy - a»] [a» — (6 — r)*] 

= (6 4 - c 4- a) (6 -f- c — a) (a 4 - c — b) {a -\~b — c). 

Si l’on désigne par p le derni-périmèlre, on a : 

2/) = a 4- 6 4- c 2(/» — a) = 6 4- c — a ■?.{p — b) — a-hi' — b 
2{p — c) = a 4- 6 — c 

ce qui nous conduit au résultat cherché : 

S = \/p{p — a)(p — h) {p — c) 

formule remarquable donnant la surface sous forme symétrique 
par rapport aux trois côtés. 

183. — Appliquons ces diverses formules à la résolution des 
triangles dans les cas les plus simples. Les mêmes problèmes 
seront d’ailleurs traités plus loin par la géométrie (286). 

I. On se donne un côté et deux unifies : a, B, C. Il suffit de 
se donner deux quelconques des angles : B et C pour avoir 
immédiatement le troisième : 


A = 200 ^ — B — G 
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On a les côtés inconnus en s’appuyant sur les rapports 

■y —v = -^11 = n donnent : 
sin A sin B sin G * 

a sin B 
sîn A 

a sin G 




sin A 


Le triangle existe toujours pourvu que B et G aient une somme 
inférieure à deux angles droits. 

IL On SC donne deux côtés et rang le compris : b, c, La 

formule gj = s|n~c pas le calcul immédiat de B et 

G, mais donne une relation entre ces angles; d’autre part leur 
somme est connue B 4- G = 200Ï — A. On calcule B et G à 
Laide de ces relations en introduisant une inconnue auxiliaire 
qui est la différence des angles B et G. Supposons pour fixer 
les idées ô > c et par suite B > G ; on a alors (40) : 

c b -h c h — c 


b c 

sin B sin C sin B 4- sin C sin B 

que Lon peut écrire (176) en posant B — G = 

B 


sin G 


a 


6 — e 
Ib-l-c" 


sin B — sinC 
sinB-f-sinC' 


. B— G B4-C 

2sm cos 

2 2 

BZ_:c= 




. B-hG 
2 sin cos 


ig 




puisque les tangentes des angles complémentaires 


B 


-+- C A 
T 

2 U 

sont inverses l’une de l’autre (171). On a donc en définitive 
pour a : 

a 6 — c 1 


tg 


h c A* 

•«ï 


L’angle B — C — a étant ainsi connu, ainsi d’ailleurs que 
B -4- C, on a Immédiatement B et C et par suite a : 

6 sin B 
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Nous laissons au lecteur le soin de voir qu’il y a toujours un 
triangle répondant aux conditions de l’énoncé. 

11 est facile de s’assurer que le calcul de a par la formule 
a* = 6* + c* — 26c cos A est plus long que celui qui précède ; 
de plus cette formule ne se prêle pas aux calculs par loga- 
rithmes. 

III. On se donne deux côtés et rangle opposé à tan d eux : 
a, />, A. On a les formules : 

fc sin A 

a 

C = 200^ — A — B 

a sia C a sîn (A -h B) 

^ sîn A si Q A 


La discussion est assez délicate et conduit aux résultats suivants 
que nous nous bornons à énoncer : si /> < a, il y a une solution 
et une seule ; si 6 > a, le triangle n*cxiste que pour A aigu et 
dans ce cas il y a 2 solutions ou i suivant que a est supérieur 
ou inferieur à b sin A. 

IV. On se donne les trois cotés : a, b, c. Le calcul des angles 
peut se déduire des formules telles que — />* -h — 26c cos A ; 
mais, bien que ce soit moins naturel, il y a avantage à procéder 
comme il suit : 

Traçons. le cercle inscrit dans le triangle ABC {/i(j. 46), cer- 
cle de centre O, au point de concours des bissectrices (229), et 



Fig. AG 

de rayon OD = OE ==. OF = r. Ecrivons que la surface S du 
triangle est la somme des surfaces des trois triangles BOC, 
ar ^ ^ -H fc -4- 

2 2 2 2 


COA, AOB : S = 


r = pr, en 


2 


2 



3^0 


TaieOMOMÉTRIE 


désignant par p comme nous l’avons déjà fait le demi-périmètre 

g 

(182). S étant connu en fonction des côtés, r = - le sera éga- 
lement. D’autre part, le triangle rectangle AOF donne 
A OF r 

tgOAF = tg 2 = ~ ÂP’ suffira de calcnlcr AF en 

fonction des côtés pour avoir l’angle A. Ce calcul se fait en re- 
marquant que les six tangentes issues de A, B, et C du cercle ins- 
crit étant deux à deux égales (287), la somme dé trois d’entre elles 
convenablement choisies est égale au demi-périmètre p, ce que 
l’on peut écrire : AF BD -f-CD =p,d’où AF = p — BG — p — a. 
En définitive, on a : 


tg 


^ S _ \/p{p -^a) (p — 6) (p _ cj 

2 p — a'p{p — a) P(p—a) 



-b){p~c) 

p{p — a) 


formule permettant le calcul de Tangle A en fonction des côtés. 
On emploie les formules analogues pour B et G. Le triangle 
n’exisle que si les quantités p — a, p — fc, p c sont positives, 
c’est-à-dire que si chaque côté est inférieur à la somme des 
deux autres. 


184. — Cherchons, comme application numérique, les angles 
et la surface du triangle ABC de côtés a= i3'", h= i/i*”, 
e — if)"* ; les angles sont calculés à o]'i près seulement à Laide 
des tables 


Données 

Formules 

Résultats 

a — i3"‘ 

b = i4'" 
c = i5”’ 

= a -f- 6 4- c 

2 log tg = log {p — b)-+- log {p — c) 

-f- colog p -t- oolog (p — a) 
2 log S = log p log (p — a) 

+ log {p — b) 4- log (p — c) 

A = 59- 
B = 66'!', 8 
C=74".8 

S = 84“* 
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Calculs auxiliaires 


2/)=i3-f- i4-+-i5=:4ï 
P — a — 8 

P — 6= 7 P — c~ 6 

log P = 4,3222 
ïog (/> — a) = 0,903 i 
log (p — 6) = 0,845 1 
log (p — c) = 0,7782 

colog P = 2,6778 
colog (p — a) — 1,0969 

log (/^ — “ 0,^45 1 

log {p — c) — 0,7782 

log % 2 = 

colog P “ 2,6778 
log fp — a) — (), 9 o 3 i 
colog (p — b) — i,i 549 
log(p— c) = 0,77^2 

■ 

log tg - ^ i,;>i4o 

colog p =: 

log (p — fl) = 0,903 1 
log (p — = 0,8451 

colog (p — c) = 1,2218 

logtg ?= 1,6478 

log/) =r 1,3222 

% {p — ^)~ o.gwS'* 
log (p — b) := 0,845 1 
log (p~ r) = 0,7782 

2 log S = 3,8486 


Calculs définitifs 

log ‘g"= 1.699" 

1,6901 =:logtg 2 g'î' D:= 89 
855 5 A=171 

A T, 

- = 

A = 59' 

log lg?= 1,7570 I 

1,7562 = log tg 33" I)= 

157 1 A=i57j 



B = 66 '.2 


G - 

logtg^=i,823<) 

1,8175 = log tg 37" D= 64 
588 4 A = i 47 

?- = 37-^4 

G =: 74^,8 

log S = 1,9243 
1,9243 =:l0g84 

Vérification : 

A= 59'^' 

B =r 66 ',2 

C= 74".8 


A 4 -B- 4 -C = 200‘^',0 
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185. Trigonométrie sphérique. — La trigonométrie plane 
étudie comme nous l’avons vu les angles des fîgures planes ; 
l’étude des angles des droites ou des plans dans l’espace, ou tri- 
(jonométrie sphérique, est beaucoup plus complexe ; nous nous 
bornerons à en donner la formule fondamentale. 

Prenons un trièdre OABC dont nous désignerons les angles 
de faces par a — BOC ; b — CO A ; c — AOB et par A, B, C 
les angles de dièdres (201) (fiy. hq). Nous supposerons pour 

simplifier que tous ces angles sont 
^ / aigus, mais la démonstration qui 
suit s’étendrait aisément au cas gé- 
néral. 

Proposons-nous de calculer les 
dièdres connaissant les angles des 
faces. Pour évaluer l’angle dièdre A, 
élevons en un point A de OA, une 
perpendiculaire AB à OA dans le plan de la face AOB et de 

môme AC dans le plan OAC. En calculant de deux façons dif- 

— 2 

rérentes , on a réiçalité : 








Fig. 47 


AB* H- K(j — 2 AB . AC cos A = ÔB' i- ÔC" 


■ 2 ÜB . OC cos a 


car l’angle CAB rectiligne du dièdre OA (191) mesure ce 

dièdre. En remarquant que ÜB* — ÂB* = ÔC* — AC* = OA* on 
peut écrire cette relation 

2 AB . AC cos A 4- 2 OÂ* — 2 OB . OC cos a = o. 

On met ordinairement celte relation sous la forme : 


OA OA ^AB AC . 
0B’ÔC^-0B ÔC"°®^ 


Les divers rapports du second membre s’expriment immédiate- 
ment en fonction des lignes Irigonomélriques des angles 6 et c 
dans les triangles rectangles OAB et OAC (179), d’où la for- 
mule cherchée : 


cos a = cos b cos c 4- sin b sin c cos A 
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C’est là une relation des plus remarquables, car elle permet 
visiblement le calcul des dièdres quand on connaît les faces. 
On voit aussi que si l’on se donne un dièdre et deux quelconques 
des faces, on peut avoir la troisième. 

Si, au lieu du trièdre OABC, on considère le triangle sphé- 
rique qu’il découpe sur la sphère de centre O et de rayon i , la 
même formule donne une relation entre les côtés a, 6, c et 
y angle A du triangle sphérique ainsi découpé. C’est pour cette 
raison que la trigonométrie de l’espace s’appelle a trigonométrie 
sphérique ». 

186 . — Pour donner une application simple de cette formule 
cherchons quelle est à la surface de la terre, la distance de Bor- 
deaux à Bio-de-Janeiro, ces deux villes étant représentées sur la 
figure (y?<7. 48 ) par les points B et R. La longitude de Bordeaux est 
approximativement en degrés Ouest 
(méridien de Paris) et sa latitude 44 *’oo' 

Nord ; les mêmes coordonnées géogra- 
phiques pour Rio-de~Janeiro sont 45 ** 30 ' 

Ouest et 22*^5o' Sud. Prenons le triangle 
sphérique PBR, les deux méridiens de B 
et R étant PBfc et PrK. Leur angle, qui 
mesure le dièdre OP, est 45 ‘’ 3 o' — 2 *^ 50 ' = 

42®, 4o'. L’arc de grand cercle PB est 
complémentaire de Tare 6B qui mesure la latitude et par suite 
égal à go® — 44 " 5 o' == 45 ®io' ; de même Tare PR est égal 
à go® -f- 22®5o' = ii2”5o'. On a tous les éléments permettant 
le calcul de l’arc a de grand cercle BR, arc qui est le plus court 
chemin allant de B à R sur la surface de la terre ( 236 ) : 

cosa=cos 45 °io' .cos i i2‘‘3o' -f-sin 45*^1 o'.sin i i2’5o'.cos42 ’ 4 o' 

= — 0,702 . 0,388-4-0.709.0,922. 0,735 
= — 0,27244-0,4805= — 0,208 

D’où l’on déduit approximativement a = 78®. Si l’on remarque 



Fig. {\^ 
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^ue 90 ” (quart du méridien) valent 10000 kilomètres (47), on 
RD conclut que la distance cherchée est environ : 

10 000 — = 8 700 kilomètres. 

90 ' 


Ezeroices.- N» 212, 218. 214. 227. 281. 282, 288, 284, 285, 

288. 287, 288, 289, 240, 241, 242, 248, 244, 245, 246, 247, 

248, 249, 260, 261, 262, 268, 264, 266, 266, 267, 258, 259, 

260, 261, 262, 268, 264, 265, 266, 267, 268. 269, 270, 296, 

297, 878. 881, 882, 389, 498, 499. 
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DROITES ET PLANS 


187. Droites et plans. Oénéralités. — La géométrie a son 
origine dans l’observation de certains objets dont elle étudie 
seulement la forme extésieure. On arrive par l’abstraction à 
préciser peu à peu les notions que fournit cette observation. 
Certaines d’entre elles sont primordiales et il est impossible de 
les introduire dans la science autrement que par une définition 
qui rappelle leur origine expérimentale. De même encore, cer- 
taines propriétés des êtres géométriques ainsi définis ne sont 
pas contenues dans leur définition, mais sont d’une évidence 
expérimentale indiscutable : ce sont les axiomes. C’est sur ees 
bases que le géomètre édifie une science en faisant appel seule- 
ment à la logique. 

Les méthodes employées sont des plus diverses ; cependant, 
les propriétés les plus élémentaires concernent l’égalité ou l’iné- 
galité de deux éléments, ce que l’on établit le plus souvent en 
amenant le deuxième élément à se superposer totalement ou 
partiellement au premier. Quant aux propriétés plus complexes, 
on les ramène à l’aide du raisonnement à des propriétés plus 
simples établies en général par superposition, 

Les notions fondamentales de droite, plan, courbe, surface, 

espace, angle, distance, sont trop connues pour qu’il soit 

utile de les rappeler. Nous préciserons seulement quelques 
points en étudiant les propriétés de ces divers « êtres géomé- 
triques ». 
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line courbe peut être considérée, soit comme Tinlersection 
de deux surfaces, soit comme Tensemble des positions succes- 
sives occupées par un point ; c'est alors le lieu géométrique d'un 
tel point (312 et suivants). 


188. Droites et plans. — La ligne droite, qui est la plus 
simple de toutes les courbes, est définie de façon unique par la 
connaissance de deux de ses points. Elle a des propriétés très 
remarquables, car elle peut rester en coïncidence avec elle-même 
par pivotement, glissement ou retournement. Par glissement, 

on peut amener un point A (Jig, 49) 

— 2 § V w a venir occuper une position A' fixée 

pjg à l’avance. Un autre point tel que B 

vient alors en B'. La distance de A' 
à B' est dite égale à la distance de A à B. Si l'on a pris un 
sens positif sur la droite (66), cette égalité a lieu en grandeur 
et signe. Par retournement, on peut amener B en A et A en B. 
On obtient une portion de droite en pliant une feuille de papier. 

Le plan, qui est la plus simple de toutes les surfaces, jouit de 
même de la propriété de pouvoir coïncider avec lui-même par 
pivotement autour d'un de ses points, par glissement, ou par 
retournement. Par glissement une 
droite D de ce plan (y/g. 5 o) peut se 
superposer à une autre droite D' 
donnée à l'avance. Dans ce déplace- 
ment une droite quelconque A ^i^nt 
en A^ L'am//c de D et A est égal à l’angle de D' et A', ce que 
l'on écrit parfois : (D, A) = (D', A'). Par retournement on peut 
amener D sur A et A sur D. 

Il ne sudit pas, pour déterminer un plan, de se donner deux 
de ses points, ou, ce qui revient au même, la droite qui les joint. 
Il peut tourner autour de cette droite et balaie alors tout l'espace. 
Pour achever de le déterminer, il faut se donner un nouveau 



point, hors de cette droite. 

Deux droites données de façon quelconque dans Tespace ne 
se coupent pas en général. Tout plan passant par l'une d'elles- 
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ne contient qu’un point de l’autre. S’il contient cette autre droite 
en entier, les deux droites ont un point commun et un seul. 
Cependant il peut arriver, comme nous le "verrons, qu’elles 
soient parallèles (208). 

Deux plans distincts se coupent en générai suivant une droite 
et une seule, à moins qu’ils ne soient parallèles (211). Une 
droite et un plan ont un point commun et un seul, à moins que 
la droite ne soit tout entière dans le plan, ou ne soit parallèle 
à ce plan (210). 

189 Angles. — Prenons une demi-droite Oy faisant avec 
x'x deux anyles adjacents x Gy, .x'Oy 
\fifj- 5i). Lorsque ces deux angles sont 
égaux, Oy étant en O 2 , on dit que O 2 et 
Ox sont rectangulaires ou orthogonaux ou 
encore que Oz est perpendiculaire sur x'x. 

Les angles égaux xOz et x'Oz sont droits. ' * 

Il n'y a qu’une seule perpendiculaire en 0 
à as'æ. On forme quatre angles droits autour d’un point on 
pliant en quatre une feuille de papier. 

La somme des angles £cOy et as'Oy est égale à deux angles 
droits ou, de façon abrégée, à deux droits. Ces angles sont dits 
supplémentaires. Si l’on prolonge Oy en 0/, les deux angles 
opposés par le sommet xOy et x'Oy sont égaux, car on les 
amène en coïncidence en faisant tourner l’un d’eux de deux 
angles droits autour de son sommet. On verra de même que 
si diverses demi-droites parlent d’un même point la somme 
des angles ainsi formés est égale à quatre droits. 

Enfin signalons une dernière propriété facile à établir : les 
bissectrices de deux angles adjacents supplémentaires xOy, x'Oy 
sont rectangulaires. 

Pour mesurer les angles on emploie, comme on le sait, le 

grade ( 1 ® ou i"^) qui vaut d’angle droit. Il se subdivise en 

100 minutes centésimales et chaque minute en 100 secondes 
centésimales. La numération décimale s’applique aux calculs 
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faits en grades. Il n'en est pas de même avec le degt^ (i") qui 
vaut d’angle droit, car il se subdivise en 6 o minutes sexa- 
gésimales et chaque minute en 60 secondes sexagésimales (162). 


190. — Un demi-plan OOry forme de même avec un plan 
a/x'xx {fuj. Sa) contenant une droite 00 deux anyles dièdres 
adjacents yOx;yOic'. Lorsqu’ils sont égaux, OOyjétanten OOzz, 
les deux plans sont reclariyulaires ou perpen- 
diculaires, Les deux dièdres sont des dièdres 
droits. 11 n’y a qu’un plan perpendiculaire à 
un plan donné et passant par une droite 
donnée de ce plan. Deux dièdres adjacents 
tels que xOy et yOx' ont une somme égale 
à deux dièdres droits. Ils sont dits supplé- 
mentaires. Deux dièdres opposés par l* arête 
xOy et x'Oy' sont égaux et coïncident si l’on 
fait tourner l’un d’eux de deux dièdres droits autour de l’arête 
00. Les plans bissecteurs de deux dièdres adjacents xOy, x'Oy 
sont rectangulaires. 

Toutes ces propriétés sont identiques à celles des angles 
plans. Cette identité se poursuit dans la mesure des angles 
dièdres. 


'M 


Fig. 


191. — Pour ramener cette mesure des angles dièdres à 
celle des angles plans, il nous faut d’abord établir la proposi- 
tion fondamentale : les perpendiculaires menées en un point à 
une droite sont toutes dans un même plan, qui est dit perpendicu- 
laire è la droite. C’est là une propriété dont on a une vérifica- 
tion en examinant le mouvement de rotation d’une porte : la 
ligne des gonds reste fixe pendant que l’arête inférieure décrit 
sensiblement le plan horizontal qui forme le plancher. 

Pour justifier cette propriété, prenons les deux angles droits 
OiOA et OjOB {fig. 53). Les droites OA et OB déterminent 
un plan P. Montrons d’abord qu’une droite quelconque OC de 
ce plan fait un angle droit avec OOi. Considérons les plans 
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OQiA, OOiB, OOtC qui recoupent P suivant OA', OB', OC' 
prolongements de OA, OB, OC. Faisons tourner ces trois plans 
autour de 00| de deux dièdres 


droits, ce qui amène OA en OA', 
et de même OB en OB'. Le plan P 
qui passait par OA et OB est devenu 
le plan de OA' et OB'; donc, il 
n'a pas changé et OC qui était 
dans ce plan P et dans le demi* 
plan COO, est venu se placer sui- 
vant l’intersection de ce même 



plan P et du demi-plan C'OOi, 
c’est-à-dire en OC'. On en conclut 


que les deux angles OiOC et OiOC' sont égaux, c’esUà-dirc que 
OOi est perpendiculaire .sur CC'. 'Foute droite de P est donc 
perpendiculaire sur OOi. 

Il est facile de prouver inversement que toute perpendiculaire 
OD en O à OOt est dans ce plan P, en remarquant que le plan 
OOiD coupe P suivant une perpendiculaire en O à 00 1 , per- 
pendiculaire qui ne peut être autre que OD. 

Il sulïit de se donner deux positions OiOA, OiOB de l’angle 
droit pour que le plan OAB, lieu de OA, soit déterminé sans 
ambiguïté, ce que l’on énonce parfois ; si une droite OOi est 
perpendiculaire à deux droites OA, OB d’uirplan P, elle est 
perpendiculaire à ce plan (215). 

Considérons maintenant divers demi-plans formant deux à 
deux des dièdres d’arête commune 00, et coupons-les par un 
plan P perpendiculaire en 0 à 00, (Jtff. 53). On appelle angle 
rectiligne du dièdre AOOiC, l’angle AOG ainsi formé. Un 
même dièdre AOOiC a plusieurs rectilignes. C’est ainsi que les 
plans perpendiculaires à 00, en 0 et 0, donnent AOC et 
A,OiCi. Ces rectilignes sont d’ailleurs égaux, car ils viennent 
en coïncidence si l’on déplace les deux plans, en les faisant 
glisser l’un sur l’autre, jusqu’à ce que 0 vienne en Ot. On verra 
de façon analogue que deux dièdres égaux ont des rectilignes 
égaux et qu’un dièdre droit a un rectiligne droit. En pratique. 
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pour mesurer des angles dièdres, on leur substitue leurs angles 
rectilignes. C’est ainsi que, par définition, un dièdre de sera 
un dièdre dont le rectiligne est de (189). 

192. Perpendiculaires. — Nous allons chercher si l'on 
peut toujours faire passer par un point donné une droite, ou 
un plan, perpendiculaires à une droite, ou à un plan donné (*). 

Nous avons déjà vu qu’en un point d’une droite on a une 
perpendiculaire et une seule à cette droite située dans un plan 
donné (189) et un plan et un seul perpendiculaire à cette droite 
en ce point (191). Plus généralement nous allons montrer que 
par un point O extérieur à une droite x'x, on peut faire passer 
une droite et une seule (265), ainsi qu’un plan et un seul, per- 
pendiculaires à cette droite x'x 54). Faisons tourner le 

demi-plan défini par x'x et le point 0 de deux 

I / I j dièdres droits autour de x'x, le point 0 vient 
en 0' ; les droites 00' et x'x sont dans un 
même plan. Le point M où 00' et x'x se cou- 
pent est le pied de la perpendiculaire OM 
cherchée, puisque les angles asMO et xMO' 
égaux et supplémentaires sont forcément 
droits. Un autre point M, de x'x ne peut con- 
venir puisque les angles a;!VI,0 et xlVl,0' seraient égaux et droits 
et que par suite àliO, MiO' seraient en prolongement. Il n’y a 
donc qu’une perpendiculaire OM abaissée de O sur œ'oc. 

Si le demi-plan x'xO tourne d’un angle dièdre quelconque, 
0 vient en A et le plan OAO' est perpendiculaire en M à x'x, 
les deux angles xMO et asMA étant droits. Il est aisé de voir 
qu’il est le seul plan passant par 0 et perpendiculaire sur x'x. 

193. — Si dans un plan P, on prend une droite A (Jiq. 55), 
on sait qu’il passe par cette droite un plan Q et un seul faisant 

(*) Les constructions utilisées ici ne sont pas toujours celles que Ton 
emploie en pratique. Pour Fétude de ces dernières nous renvoyons le lec- 
teur aux chapitres VI et Vil (282 et suivants, 295 et suivants). 
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avec P un dièdre droit ou si l'on veut perpendiculaire au 
plan P ( 190 ), mais on voit par suite que par un point O de P 
on peut mener une injinilé de plans 
perpendiculaires à P, puisqu'il suffit 
de prendre une droite quelconque 
passant par ce point. 

En un point 0 d*un plan P, on 
peut élever une perpendiculaire el 
une seule à ce plan P. Soit en elTet 
A'Oz le rectiligne du dièdre droit 
des plans P et Q ( 191 ). Cet angle est droit et par suite Oz per- 
pendiculaire à la fois sur OA et OA' est perpendiculaire sur le 
plan P. De même d’ailleurs OA' est perpendiculaire en O sur 
le plan Q. 

Il n'y a pas d'autre perpendiculaire i P passant par O, car 
une telle droite si elle existe doit être perpendiculaire i OA', 
donc située dans le plan Q, et perpendiculaire à A dans ce plan^ 
donc confondue avec Oz. 

Des raisonnements qui précèdent découlent d’ailleurs un 
grand nombre de propriétés telles que les suivantes. 

Tout plan Q perpendiculaire à une droite A' d'un plan P est 
perpendiculaire à ce plan. 

Tout plan Q perpendiculaire à un planV en 0 contient la 
perpendiculaire en O à ce plaiiy et par suite F intersection de deux 
plans perpendiculaires à P en O est perpendiculaire en 0 à ce 
plan. 

Tout plan Q passant par la perpendiculaire en 0 à un plan P 
est perpendiculaire à ce plan. 

194 . — On a des propriétés analogues lorsque le point 0 
n’est pas dans le plan P : par un point O extérieur à un plan P, 
on peut faire passer, d'une part, une infinité de plans perpendi- 
culaires à un plan V et, d'autre part, une perpendiculaire et une 
seule à ce plan {fi<j. 56). Prenons en effet une droite quel- 
conque A dans le plan P et menons par le point O le plan Q 
perpendiculaire à A ( 192 ). On vient de voir qu'un tel plan est 

A. Sainte-Laj^uc. iC 
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perpendiculaire à P. La droite A étant quelconque dans le plan 
P, on voit bien qu'il y a une infinité de plans passant par O eÆ 

perpendiculaires à P. Prenons main- 
tenant un second plan Q' telxjue Q, 
L’intersection OA de ces deux plans 
est, comme on Ta vu, perpendicu- 
laire à P en A (193). Il n'y a pas 
d'autre* pei'pendiculairc telle que 
OA' issue de O à P, car OA et OA' 
seraient deux perpendiculaires abais- 
sées de O sur la droite AA' du plan 
P, ce qui n’est pas possible (192). 

Si l’on désigne par Mie point où A, perce le plan Q, la 
droite MO est perpendiculaire en M sur A, puisque A est per- 
pendiculaire sur Q, d'où l'énoncé connu sous le nom de théo- 
rème des trois perpendiculaires : 

Si une droite OA est perpendiculaire sur un plan Q et que OM 
soit la perpendiculaire abaissée de O sur une droite quelconque A 
de ce plan, la droite AM est aussi perpendiculaire à A, ou en- 
core : si ton abaisse de O une perpendiculaire OM sur une 
droite A d'un plan P, la perpendiculaire en M à A dans le plan 
P passe par le pied A de la perpendiculaire abaissée de O sur 
ce plan. 

195. Projections. — On appelle projeclion{2±6)à'un pointO 
«ur un plan P le pied A de la perpendiculaire abaissée de O 
sur le plan. La droite OA est la projetante du point; P est le 
plan de projection. Si O décrit une courbe quelconque de l'es- 
pace, A décrit dans le plan P une courbe qui est la projection 
de la courbe de l'espace. 

Prenons une droite quelconque OM passant par O {fiq. 5G), 
le plan O AM contient, d'après ce qui précède (194), toutes les 
projetantes des divers points de la droite. On en déduit que : la 
projection d'une droite OM sur un plan P est une droite MA 
passant par le pied A de la perpendiculaire abaissée de O sur ce 
plan. Le plan MAO s'appelle le plan projetant la droite OM. 
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Il y a deux cas particuliers à considérer: celui où la droite 
OM ne coupe pas le plan, cas que nous examinerons un peu 
plus loin (210), et celui où la droite passant par 0 est précisé- 
ment la perpendiculaire OA abaissée de ce point sur le plan, 
auquel cas la projection se réduit au point A. 

Les diverses propriétés qui précèdent paraîtront presque 
évidentes au lecteur, s’il veut bien supposer que le plan P des 
figures 53, 55, 56 est un plan horizonlal, par exemple la sur- 
face d’une eau tranquille, le plancber d*une salle,..., que les per- 
pendiculaires à ce plan passant par 0 sont des verticales, telles 
que la ligne du fil à plomb, les arêtes des dièdres que forment les 
murs d’une salle, . . . , que les plans passant par ces verticales sont 
des plans verticaux, tels que les murs d’une maison,... (212). 

En particulier signalons la disposition formée par le plancher 
d'une salle et deux murs rectangulaires. On a trois plans per- 
pendiculaires deux à deux et chacune des trois arêtes d’inter- 
section est perpendiculaire aux deux autres. On dit que ces 
trois droites forment un trièdre irirccUuvjle (201). C’est la 
même disposition que Ton retrouve dans le coin d’une boîte, 
d'une table, etc... 

196. Rotations et symétries. — Prenons un axe de rota^ 
lion quelconque x’x 5y) et un point A quelconque de 
l’espace. Si l’on fait tourner le demi-plan 
x^xA autour de x'x d’un angle dièdre quel- 
conque, le point A vient en \' dans le demi- 
plan P'. La perpendiculaire AO abaissée de A 
sur x'x vient en A'O. L’angle plan AO A' --a 
s’appelle Vanf/lc de rotation, ® 

Si l’on prend des points en nombre quel- 
conque, A, B, C,... qui, après une rotation 
de a dans le même sens, viennent en A', B', C'..., les figures 
formées par A,B,C,... et A',B',C',... sont superposables; les 
longueurs correspondantes ainsi que les angles correspondants 
sont donc égaux. 

Un cas très important est celui où Ton fait tourner le demi- 
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plan Aaj'a; de deux dièdres droits ; OA vient alors en OAj dans 
le prolongement de OA. Les ^raints A et Ai sont dits symé- 
triques par rapport à a^x. On peut construire A, en prolongeant 
la perpendiculaire AO abaissée de A sur x'x d'une longueur 
OAi = OA. La droite x'x s’appelle l’axe de symétrie. Toute 
figure du plan P a son symétrique dans ce plan. Deux figures 
symétriques par rapport à x'x sont superposables; 

C’est ainsi que la bissectrice d’un angle est un axe de symé- 
trie pour les deux côtés de l’angle ; la perpendiculaire au 
milieu d’un segment est axe de symétrie pour ce segment. 

Si nous nous bornons maintenant à considérer des points si- 
tués dans le plan Q perpendiculaire en O à x'x {fig. 58), la 

rotation d’angle a qui amène A en 
A', M en M', N en ÎN', etc... s’ap- 
^ pelle une rotation de centre O. 
C’est un cas particulier de celui 
qui précède. De même la symétrie 
qui amène A en A), B en B,,... 
s'appelle ime symétrie de centre O. 
Toute figure du plan Q est superposable à sa symétrique par 
rapport au point O (319), 

Comme le lecteur le verra aisément, nous avons déjà em- 
ployé les symétries et les rotations dans ce qui précède (‘) 
(190 el suivanls). 




-"■A- 


•B, 


Fig. 58 


107. Triangles, — Les définitions des mots triangles^ qua-- 
drilatèreSf pentagones j.,, polygones^ trièdres, polyèdres, po- 
lyèdres convexes, polyèdres concaves, des mois sommets, 
arcles,.,, sont bien connues du lecteur. Disons seulement qu’un 
polygone est plan ou gauche suivant que ses côtés sont ou non 
dans un même plan. Un triangle est plan et convexe, mais il 
n en est pas toujours de meme pour les autres polygones. 

Un triangle est dit rectangle lorsqu’il a un angle droit. On 


(») Nous reviendrons sur ces diverses questions pour les traiter de façon 
beaucoup plus générale au chapitre VIII (318 et suivants). 
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Fig. 51) 


obtient de tels triangles AOB (fit). Sg) en prenant deux points 
A et B quelconques sur les côtés d*un angle droit AOB ; le 
côté AB opposé à l’angle droit s’appelle 
y hypoténuse, les deux autres côtés OA, 

OB sont les côtés de tantjle droit. On ne 
peut pas avoir deux angles droits dans 
un triangle, car si l’angle en B était 
droit, on pourrait abaisser du point A 
deux perpendiculaires sur OB, ce qui n’est pas possible (219j. 

Si les longueurs OA et OB sont égales, le triangle est rec- 
tangle isocèle. Plus généralement un triangle O VB (Jig. 6o) est 
isocèle si deux côtés OA et OB sont égaux ; AB est alors la base. 
La bissectrice OM de l’angle en O est un axe de symétrie de ce 
triangle (196), c’est-à-dire que ce triangle coïncide avec son 
symétrique par rapport à OM. En effet OA et OB 
sont deux droites symétriques par rapport à Ox 
et de plus OA = OB. Donc le symétrique de A par 
rapport à OM est B. Les angles à la base OAB et 
OBvV qui sont symétriques sont égaux. La droite 
OM, qui est bissectrice de l’angle en O, est aussi 
perpendiculaire sur AB, c’est-à-dire est la /lau- 
ieur issue de O et passe par le milieu de AB, 
c'est-à-dire est la médiane issue du môme som- 
met O. 

Inversement, si dans un triangle OAB, les deux angles en A 
et B sont égaux, il en est de même des côtés OA et OB. On 
voit en effet que la perpendiculaire MO à AB en son milieu M 
{Jig. 6o)est un axe de symétrie du triangle ; le point O intersec- 
tion de AO et BO est à lui-merne son propre symétrique, donc 
est sur OM. et de plus OA OB. On énonce parfois ces divers 
résultats comme il suit : 

Deux obliques égales OA et OB s'écartent également du pied 
M de la perpendiculaire abaissée de O sur AB et, inversement, si 
deux obliques s'écartent également du pied de cette perpendicu- 
laire. elles sont éaales. 
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é(jçmc avec AB et, inversement, si deux obliques OA et OB font 
des angles égaux avec AB elles sont égales. 

Un triangle est dit équilatéral quand ses trois côtés sont 
égaux. Pour justifier leur existence, il suflira de refaire ici 
raisonnement donné plus loin pour les polygones réguliers (258). 
Un tel triangle a ses triangles égaux et, inversement, si un 
triangle a scs trois angles égaux, il est équilatéral. Il a trois axes 
de symétrie ; chacun d'eux est à la fois bissectrice, hauteur et 
médiane. Leurpoinl commun s’appelle Xcccntreàn triangle (219). 

198. Triangles égaux. — 11 est très important de savoir 
reconnaître si deux triangles sont ou non égaux, c’est-à-dire 
s’ils peuvent ou non être amenés en coïncidence. Cela tient à 
ce que, pour prouver Tcgalité de deux longueurs ou de deux 
angles, il est souvent commode de les considérer comme des 
côtés ou des angles de triangles tracés. C’est là une idée très 
importante qui se retrouve en particulier en Trigonométrie (161). 
Parmi les caractères permettant de reconnaître avec certitude 
l’égalité de deux triangles, nous nous bornerons à ceux qui 
font intervenir les éléments les plus simples, c’est-à-dire les 
côtés et les angles. Ces éléments sont au nombre de six, comme 

on le voit. Nous allons voir que, en 
général, l'identité de trois d'entre eux 
sullit pour entraîner celle des autres. 

Prenons deux triangles ABC, A'B'G' 
situés dans des plans quelconques P et 
P' {fi(j, 6i). Nous considérerons comme 
éléments correspondants les angles A et 
A', ou B et B', ou C et C', ou encore les 
côtés BC et IVG', ou GA et G' A', ou 
enfin AB et A'B'. Lorsque nous dirons 
que deux triangles ont deux éléments 
égaux il sera sous-entendu qu’il s’agit d'éléments correspon- 
dants. 

Deux triangles ABG, A'B'G' sont égaux s* ils ont deux angles 
égaux : A = A' compris entre des côtés respectivement égaux : 
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AB = A'B' ; AG = A'C' {jîg> 6i). On voit immédiatement 
que de tels triangles peuvent se superposer. On établit de même 
que deux triangles ABC» A'B'G' sont égaux s’ils ont deux côtés 
égaux : BG = B'C' adjacents à des angles respectivement étjaux : 
B = B' ; G = G'. Il y a un troisième cas d’égalité dont la dé- 
monstration est un peu plus longue : deux triangles ABC, 
A'B'G' sont égaux si les trois côtés de Cun sont respectivement 
égaux aux côtés de t autre : AB — A'B' ; BC = B'G' ; GA= C'A'. 
Amenons dans ce dernier cas le triangle A'B'G' à être en ABCi 
{Jig. 62 ), A' étant en A, B' en B et G' en G,, de ,, 

fa<;on que G et G, soient de part et d’autre de / \ 

AB. Par hypotlièsc AG = AG, ; BC = BCi. La a<£ b: " 7 “ 

droite CC, base du triangle isocèle ACC, esl telle 
que la perpendiculaire en son milieu M jwjsse 
par A (197). De même dans le triangle BCCi la 
perpendiculaire à GCi en M doit passer par B ; c’est donc la 
droite \B. Les deux triangles ABC et ABC) étant symétriques par 
rapport à AB sont égaux, et il en est par suite de même de 
ABC et A'B'G'. 


199. — On peut se demander par analogie avec les énoncés 
précédents si deux triangles ne sont pas égaux quand ils ont 
trois éléments quelconques égaux, angles ou côtés. Examinons 
les divers cas qui restent à considérer. 

Si deux triangles ABC, A'B'G' ont les trois angles égaux : 
A = A' ; B = B' ; G = G', ils ne sont pas égaux en général 
comme nous le verrons plus loin en parlant des triangles sem- 
blables (248). D'ailleurs nous établirons que la somme des angles 
d’un triangle est égale à deux droits (218) et par suite que les 
égalités A = A', B := B' entraînent G = G' . 

Si dans les deux triangles ABC, A'B'G' on a A = A', B — B' 
et en outre AC — A'C', ces triangles sont égaux bien que les 
côtés égaux ne soient pas adjacents aux angles égaux, puisque 
les égalités A = A' j B = B' entraînent G = G', comme nous 
venons de le dire. On est ramené à un des cas d’égalité qui pré- 
cèdent. 
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Enfin si les deux triangles ont les côtés égaux AB = A' B', 
AC = A'C' et deux angles égaux B = B' non compris entre les 
côtés égaux, ils ne sont pas forcément égaux; c’est ainsi que 
dans le triangle isocèle ABB' {fuj. 63) une droite AC joignant 
^ A à un point de la base compris entre B et B' donne 
deux triangles ABC, AB'C dans lesquels AB = AB' ; 

/ \ AC = AC ; B = B' (197) et qui néanmoins ne sont- 
j \ pas égaux. 

/ \ 

" 200. — On pourrait donner un grand nombre de 

Fig. 6.i d’égalilé particuliers aux triangles isocèles, 

rectangles, ... Nous nous bornerons aux quelques énoncés qui 
suivent. 


Deux triangles rectangles ABC, A'B'C' sont égaux s'ils ont 
deux angles égaux (autres que V angle droit) : B = B' et deux 
côtés de l'angle droit égaux : AB — A' B', ou encore : AC == A'C' 
{Jîg, 6/i). 11 y a comme on le voit deux cas à considérer; dans 
le premier, on a B = B'et AB = A'B', et Ton se ramène à un cas 
d’égalilé des triangles quelconques puisque A = A'. Dans le se- 
cond cas, B == B' ; AC = A'C'. Amenons en coïncidence les angles 
droits A' cl A de façon que A'C' vienne en AC. Les deux hypoté- 
nuses B'C' et BC sont devenues deux obliques issues d’un même 
point C et faisant des angles égaux avec AB, donc elles sont 
égales (‘I s’écartent également du pied A de la perpendiculaire 
(197). Les deux triangles sont par suite égaux. 

Deux triangles rectangles ABC et A'B'C' sont égaux s'ils ont 
deux angles égaux : B — B' et les hypoténuses égales : BC = B'C' 
[fig, 6/|). Si l’on amène en coïncidence les angles 
égaux B et B' et les hypoténuses égales BCetB'C', 
on voit que les points A et A' coïncident égale- ..3 

ment puisque d’un point C on ne peut abaisser 
qu’une perpendiculaire sur AB (192). J 

Deux triangles rectangles ABC, A'B'C' sont p.^ 
égaux s'ils ont les hypoténuses égales : BC =B'C' 
et deux côtés de l angle droit égaux : AC = A'C'. On amène les 
angles droits en coïncidence ainsi que les côtés A'C' et AC. Les 
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deux hypoténuses sont alors des obliques égales et s’écartent 
également du pied de la perpendiculaire (197). Les deux trian- 
gles sont bien égaux. 

201. Trièdres. — Dans un trièdre S ABC (//^. G5) on 
appelle faces les angles BSC, CSA, ASB et dihlres les angles 
que font deux à deux les plans des faces ; on a ainsi les dièdres 
SA, SB, SG. On a les mêmes définitions pour un angle po- 
lyèdre. Les éléments correspondants de deux angles polyèdres 
peuvent être égaux sans que ces deux angles soient su- 
perposables. Prenons par exemple un angle trièdre SABC 
(fig- 65) et le trièdre opposé par le sommet 
SA'B'C'. Ces deux trièdres ont leurs faces et 
leurs dièdres égaux, mais nous allons voir 
qu’ils ne sont pas superposables. Si dans le 
plan SBCB'C', on fait tourner SB'C' de deux 
angles droits, SB' vient en SB et SC' en SG, 
mais SA' ne vient pas sur SA, puisque ces 
deux demi-droites sont et restent de part et 
d’autre du plan SBCB'C'. On dit que les 
deux trièdres n’ont pas le même sens. Il est 
d’ailleurs aisé de voir que tout trièdre ayant 
ses éléments correspondants égaux à ceux de SABC est superpo- 
sable soit à SABC soit à SA'B'G'. Tous ces trièdres se rangent 
en deux catégories. Les uns sont dits cyaiix à SABC, les autres 
sont dits symétriques de SABC (320). 

Si le trièdre SABC a deux éléments égaux, faces ou dièdres, 
on peut établir la superposition de ce trièdre et de son symé- 
trique, les éléments que Von superpose n’étant pas d’ailleurs des 
éléments correspondants. Supposons d’abord que le trièdre 
SABC ait deux faces égales : ASB = ASC ; on dit qu’il est iso- 
cèle. Faisons coïncider les dièdres SA' et SA ( fig- 65), la face 
A'SC' venant recouvrir la face ASB et la lace A'SB' venant sur 
ASC, ce qui est possible puisque les angles de ces faces sont 
égaux. Les deux trièdi'es se sont bien superposés ; en particulier, 
le dièdre SB' égal à SB est venu coïncider avec le dièdre SC. 
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Dans un trièdre isocèle les angles dièdres opposés anpc faces 
égales sont égaux. 

On établirait de façon analogue que, si dans un trièdre deux 
dièdres sont égaux, ce trièdre peut se superposer h spn symé- 
trique et de plus il est isocèle. 

Un trièdre peut être irirectangle c’est-à-dire avoir à la fois ses 
trois faces et ses trois dièdres égaux à un angle droit (195). 


202 . — Etant donné un trièdre SABC {fig. 66 ), élevons en 
S les perpendiculaires SA' sur la face 
, ï BSC, SB' sur CSA et SC' sur ASB. Il y 

« / 7\ a deux demi-droites passant par S' et per- 

/ \ pendiculaires au plan SBC. Nous prenons 

\ celle de ces demi-droites qui est du même 

A V coté que SA par rapport à ce plan SBC. 

On choisira de façon analogue les demi- 
droites SB' ; SC'. 

Tout trièdre égal à S'A'B'G' ou à son symétrique est dit sup- 
plémentaire du trièdre SABC. 

Le trièdre SABC est d’ailleurs supplémentaire de SA'B'C'. On 
voit par exemple que SG est perpendiculaire sur le plan A'SBf 
en remarquant que c'est Tintersection des deux plans SAC et 
SBC dont chacun est perpendiculaire sur A'SB' (193). Nous 
laissons au lecteur le soin de voir que de plus SA par exemple 
est bien du même coté du plan SB'C' que SA'. 

On a la propriété fondamentale suivante : l'angle d'une face 
d'un trièdre est supplémentaire de l'angle 

plan du dièdre correspondant dans le tri- - ^ 

èdre supplémentaire. En coupant la figure \ ^ 

par le plan B'SG' perpendiculaire à Tarête j \ 

SA, le dièdre SA est coupé suivant un j \ 

rectiligne /3Sy (191) (fg. 67 ); d’après J V 

ce qui précède Sy est perpendiculaire à SB' 
et SjS à SG', la disposition de ces diverses 
demi-droites étant de plus celle qu’indique la figure. Pour dé- 
montrer que les deux angles B'SG' et |SSy sont supplémentaires^. 


rig. 07 
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il suffît efiectuer une rotation de un angle droit de -/S[i autour 
de son sommet, ce <pii l’amène en B'SC” angle supplémentaire 
de B'SC'. 


203% Trièdres égaux. — 11 existe des cas d’égalité des 
trièdres analogues aux cas d’égalité des 
triangles. Deux trièdres SABG, S'A'B'C' 
sont égaux ou symétriques s'ils ont deux 
dièdres égaux : SA = S'A' compris 
entre des faces égales : ASB — A'S'B' 
et ASC = A'S'C' {fig. 68). 11 est en 
effet aisé de superposer S'A' B' G' à ®'‘g' 

SABG, ou à son symétrique suivant la disposition des éléments. 

Deux trièdres SABG, S'A'B'G' sont égaux ou symétriques si 
les trois jfaces de l'un sont égales aux faces correspondantes 
de r autre : ASB = A'S'B'; lîSG = B'S'G' ; GSA = G'S'A'. 
Indiquons sommairement la démonstration. On peut supposer 
que les éléments des deux trièdres aient la même disposition, en 
remplaçant s’il y a lieu l’un d’eux par son symétrique. Portons 
sur les arêtes SA et S'A' des longueurs égales Sa = S'a' et cou- 
pons les deux trièdres par les plans perpendiculaires en a à Sa 
et en a' à Sa', ce qui donne les triangles abc, a'h'c'. Ges deux 
triangles ont leurs trois côtés égaux. En effet les triangles rec- 
tangles Sac, S'o'c' sont égaux (200) et donnent ac = a'c' 
et en outre Sc = S'c'. De même les triangles égaux Saôet S' a' 6' 
donnent ab — a' b' et Sb — S' b'. Enfin les deux triangles Sac 
et S' a'c' sont égaux d’après ce qui précède (108) et par suite 
6c = 6'c'. Les deux triangles abc, a'b'c' étant superposables, les 
deux trièdres le sont. 

Il y a deux autres cas d’égalité des trièdres ; deux trièdres 
SABG, S'A'B'G' sont égaux ou symétriques s'ils ont deux faces 
égales : BSG = B'S'G' adjacentes à des dièdres égaux : SB =S'B'; 
SG = S'G'. Deux trièdres sont égaux ou symétriques si les trois 
dièdres de l'un sont égaux aux trois dièdres correspondants de 
Vautre. Le premier de ces deux cas pourrait s’établir directement 
par la superposition des deux trièdres, mais la considération 
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des trièdres supplémentaires permet de déduire ces deux cas 
d’égalité des deux précédents. Si par exemple deux trièdres S 
et T ont les trois dièdres égaux, les trièdres supplémentaires S' et 
T' ont leurs faces correspondantes égales et sont par suite égaux 
ou symétriques. Il en est donc de même des trièdres S et T. 

11 y a comme on le voit des analogies nombreuses entre les 
triangles et les trièdres, si l’on fait correspondre les mots «lace» 
et « dièdre » au.x mots « côté » et « angle » ; mais il y a aussi 
des différences notables. C'est ainsi que deux trièdres sont 
égaux ou symétriques s’ils ont tous leurs dièdres égaux, tandis 
que, en général, deux triangles qui ont leurs angles égaux ne 
sont pas égaux (248). 


204. Inégalités. — Il arrive parfois, quoique rarement, que 
l’on ait besoin de prouver, non plus que deux grandeurs sont 
égales, mais que l’une est plus grande ou plus petite que l'autre 
( 11 ). Nous allons indiquer quelques-uns des résultats les plus 
intéressants auxquels conduit ainsi la comparaison des distances 
ou celle des angles. 

Menons d*un point 0 à une droite x'x la perpendiculaire OA 
et diverses obliques OB, OC,.. {Jig* 69 ). Nous allons montrer 
que Ton a OAC OB < OC <; -• Prenons 
";\ par exemple les deux obliques OB et OC. 

j ; Pour porter sur OC une longueur OE égale 

._L ^ ■ V à OB, il est commode ici de mener la bis- 

« H i) r 

sectrice 01) de Tangle BOC. L’angle aigu 
ODB est inférieur à l’angle obtus ODC. 
Donc la droite DE symétrique de DB (196) par rapport à DO 
est dans l’angle ODC ; elle passe par le point E symétrique 
de B par rapport h OD. Donc E est entre O et C et l’on 
a OE <C OC, ou encore OB < OC. Le même raisonnement 
montrerait que OA est plus courte que toute oblique. 

On voit que, si deux obliques s'écartent inégalement du pied 
de la perpendiculaire y celle qui s'en écarte le plus est la plus 
grande (197). La démonstration suppose B et C d’un même 
côté de A, mais il est facile de Tétendre au cas où B et C sont 



DROITES ET PLANS 


253 


de part et d'autre de A, en remplaçant l’un des deux points par 
son symétrique par rapport à OA. 

En particulier, la plus courte distance d'un point O à une droite 
est la longueur de la perpendiculaire OA abaissée de O sur la 
droite. C’est là une propriété très importante que Ton peut 
encore énoncer : dans un triangle rectangle OAB, rhypoténme 
OB est plus longue quun côté OA de l'angle droit ; ou encore la 
projection OA d'un segment OB sur une droite passant par son 
extrémité O est plus courte que ce -segment (196, 216). 

Enfin, si l’on remarque que la perpendiculaire abaissée d’un 
point sur un plan est perpendiculaire sur toutes les droites 
passant par son pied dans ce plan (191), on voit que, ici encore, 
deux obliques égales s écartent également du pied de la perpen- 
diculaire et que la plus courte distance d'un point à un plan est 
la longueur de la perpendiculaire abaissée 
de ce point sur ce plan. 

Nous allons voir de façon analogue que 
la projection (P un angle aigu ASB sur un 
plan P passant par un côté SB est plus 
petite que cet angle, tandis que la projec^ 
tion d'un angle obtus ASB' est plus grande que cet angle (216) 
ih- 70)- 

Coupons la figure par un plan perpendiculaire à BB', ce qui 
donne l’angle AB.V rectiligne du dièdre AB' BA' (101). D’après 
ce qui précède B V projection de BA sur P est inférieur à BA. 
Si l’on fait tourner le plan BAS autour de BS pour l’appliquer 
sur P, A vient en A, tel que BA, soit supérieur à BA', et l’on 
voit bien que l’angle BSA, égal à BSA est plus grand que 
l’angle BSA', et que l’angle B'SA, égal à B'SA est plus petit 
que B'SA'. 

206. — On déduit aisément de ce qui précède la propriété 
suivante qui est d’ailleurs presque intuitive : la lUjnc droite 
est le plus court chemin d'un point à un autre ou, de l'açon plus 
précise, elle est plus courte que toute ligne brisée. Le cas le plus 
simple peut s’énoncer ainsi : un côté d'un triangle est plus 
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petit que ta somme des deux autres (fig, 71). Par exemple 
BG < AB -h AC. Projetons A en A', on a BA'< BA «t 
•CA' < CA, comme nous venons de le voir, d’où BC < AB + AG. 

Si Ton veut établir de même que BA < BG -f* GA, on re- 
marque que, la projection G' de G sur 
AB tombant en dehors de AB, Ton a 
B \ < BC' < BG, donc a fortiori B A < 
BG 4- CA. 

On peut encore dire qu’un c 6 ié quel- 
conque d'un triangle est plus grand que 
la différence des deux autres ; c’est ainsi que l’inégalité BC < 
AB 4- AC équivaut à AB > BG — AC ( 11 ). 

line démonstration rigoureusement analogue à celle-ci montre 
que dans un angle triedre (201), l’angle d’une face est plus 
petit que la somme des angles des deux autres, ou sous forme 
abrégée : dans un Irièdre une face est plus petite que la somme 
des deux autres. 

Ces propriétés s’étendent immédiatement à une ligne brisée 
quelconque, si l’on compare un côté à la somme des autres, ou îi 
un angle polyèdre quelconque, si l’on compare une des faces à 
la somme des autres. 

De même encore elles permettent d’établir les propriétés sui- 
vantes : un polygone convexe a toujours un périmètre plus grand 
que tout autre polygone convexe tracé à son inlérieuj\etf de même, 
la somme des faces d'un angle polyèdre convexe est plus grande 
que celle des faces de tout autre angle polyèdre convexe de même 
sommet et situé à l'intérieur du premier. Démontrons par 
-exemple cette dernière propriété. Le point S, 
non marqué sur la figure {Jig. qa), étant le 
sommet commun des deux angles polyèdres, 
représentons les sections par un môme plan 
en DEFG et ABC, ce triangle étant complè- 
tement intérieur au quadrilatère, d’après 
riiypo thèse, pourvu que Ton choisisse con- 
venablement le plan sécant. Je dis que ASB 4 - BSC 4- CSA est 
inférieur à DSF 4-ESF 4 -FSG 4 -GSD. Les points H et J étant 
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SUT AC et le point I sur AB comme le montre la figure, on a 
successivement : 

ASB -f- BSC CSA < CSH -h HSE ~f ESI ^ ISC 
(car ASB < ASIl 4 - USE 4 ESI h ISB) 

puis : 

CSH - 4 - HSE -h ESI H- ISC < JSII f HSE 4 - ESF i - FSJ 
(car CSI < ISF -{- FSJ + JSC) 

et enfin 

JSH -h USE + ESF + FSJ < GSD + DSE ESF + 1 SG 
(car HSJ < USD DSG -i- GSJ) 

Il y a cependant ici une différence à noter entre les triangles 
et les trièdres. Alors que le périinctrc d’un triangle ou d’un po- 
lygone peut etre aussi grand qu’on le veut, nous allons voir que 
la somme des faces d wi angle Iriedrc ou dan angle polyèdre con- 
vexe est toujours plus petite g ne (jiiatre angles droits. 11 siillit 
d’établir cette propriété pour un angle 
Irièdre, car on peut toujours trouver 
un angle trièdre contenant à son inlé- 
rieur un angle polyèdre convexe donné 
de meme sommet. Soit alors S \BC le 
trièdre considéré {jig- 73). Prolon- 
geons une arête SA en S On a : 

CSA -f ASB + BSC < CS A 4 - ASB 4- BS V4- VSC, puisque BSC 
est inférieur à BS \' 4 - A'SG. On voit que la nouvelle somme 
ainsi obtenue vaut précisément quatre droits, puisque \SB et 
BSA' sont supplémentaires ainsi que \SC et CSA'. 

206. Applications. — On peut déduire de ce qui précède un 
grand nombre de propriétés simples concernant les droites et les 
plans. Nous énoncerons les principales, laissant au lecteur le 
soin de les justifier et de faire les figures qui correspondent aux 
divers énoncés. Nous le prions, une fois pour toutes, de se 
reporter au Chapitre VIII où il trouvera quelques indications 
générales sur la recherche des solutions dans les problèmes de 
géométrie. 



Fig. 73 
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Disons cependant que, pour établir l'existence d’un lieu géo- 
métrique^ qu'il s’agisse d’une courbe ou d’une surface, prise 
en totalité ou en partie, il est indispensable d’établir : i^que 
tout point ayant la propriété indiquée appartient à celte portion 
de courbe ou de surface ; 2 ** que tout point appartenant à celte 
portion a la propriété considérée (312). 

Le lieu géométrique des points d'un plan équidistants de deux 
points de ce plan est la perpendiculaire élevée au milieu du 
segment qui les joint. Le lieu géométrique des points de l'espace 
équidistants des deux mêmes points est le plan perpendiculaire 
au milieu de ce segment (197, 232). 

Le lieu géométrique des points de Vespace équidistants de trois 
points non en ligne droite est une perpendiculaire au plan des 
trois points (232). 

Ix lieu des points d'un plan équidistants de deux droites qui 
se coupent dans ce plan est formé des deux bissectrices des angles 
que forment ces droites. On sait d’ailleurs que ces deux bissec- 
trices sont axes de symétrie de l’angle considéré (197) et sont 
rectangulaires (189). 

Le lieu des points équidistants de deux plans qui se coupent 
est formé des deux plans bissecteurs des angles qui formen t ces 
plans. Ges plans sont d’ailleurs rectangulaires (190). 

Dans un triangle les trois perpendiculaires aux milieux des 
côtes se coupent en un meme point, ou sous forme plus abrégée : 
dans un triangle les trois médiatrices sont concourantes. Le point 
de concours s’appelle centre du cercle circonscrit au triangle 
(232). 

Dans un triangle les six bissectrices sont trois à trois concoU’- 
rantes. Un des quatre points de concours est intérieur au triangle 
et s’appelle centre du cercle inscrit ; les autres sont les centres 
des cercles ex-inscrits (229), Remarquons que chaque angle du 
triangle donne deux droites rectangulaires lieux de points équi- 
distants des côtés de cet angle; l’une s’appelle la bissectrice inté- 
rieurCy l’autre la bissectrice extérieure. C’est la bissectrice inté- 
rieure qui passe au centre du cercle inscrit. 
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Enfin nous ajouterons à ces propriétés du triangle les deux 
suivantes qui seront démontrées un peu plus loin. 

Dans un triangle les trois hauteurs sont concourantes. Le point 
de concours s’appelle l'orthocentre du triangle (224). 

Dans un triangle les trois médianes sont concourantes. Le 
point de concours s'appelle le centre de gravité du triangle {22A) . 


Exercices. — N<» 124, 165, 166. 271, 272. 273. 274, 275, 276, 
277, 278, 279, 280, 281, 282, 288, 284, 285, 286, 287, 288. 
289, 290, 291, 292, 293, 294, 406. 


A. Saiote-Laguc. 
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207. Droites parallèles. — Prenons une droite A {fig- 74) 
et un point A extérieur à cette droite. Supposons que le plan P 

de A et de A glisse sur lui-méme de 
— ' " façon que la droite A reste constam- 

ment en coïncidence avec elle-même ; 

* , le point A décrit alors une certaine 

Fig. 7.^1 . . • , . 

courbe D qui jouit évidemment de la 

propriété d'avoir tous ses points à la même distance de A. Noos 
mlmellrons que le lieu (géométrique ainsi obtenu pour A eM une 
droite D. Nous dirons par définition que D est la parallèle à A 
.menée par A. C’est là une propriété qui ne résulte pas des 
motions déjà connues ou admises. On peut la considérer comme 
établie par rexpérience; par exemple, lorsqu’un trusquin se dé- 
place, la pointe traçante décrit une droite. D’ailleurs toutes ses 
■conséquences sont vérifiées par la pratique. Un tel mouve- 
ment s’appelle une translation (\) (213). 

Dans ce déplacement les divers points de D décrivent cette 
droite et les autres points du plan P décrivent des droites qui (*) 


(*) Ici, comme pour les rotations, la notion de mouvement, quoique 
disant intervenir le temps, facilite beaucoup la compréhension. 11 va sans 
dire qu'une exposition plus rigoureuse permettrait de se débarrasser com- 
plètement de cette notion de temps. 
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par définition sont parallèles à A. Aucune de ces droites ne peut 
d’ailleurs couper A (*). 

Soit AB la perpendiculaire abaissée de A sur A ; retournons 
le plan P sur lui-même de façon que AB ne bouge pas. La droite 
A coïncide avec elle-même et, d’après sa définition, il en est de 
même de D. Donc, les deux angles de BA avec D sont égaux et 
AB est perpendiculaire sur D (189) ; d’où la construction sui- 
vante : pour mener par A la paralMe à 1, on abaisse AB per- 
pendiculaire sur A, et ton élève en A la perpendiculaire à AB. 

Cette nouvelle définition de la parallèle montre que si D est 
parallèle à A, de même A est parallèle à D. On dit alors sans autre 
spécification que D et A sont parallèles. La distance constante 
d’un point quelconque de l’une de ces droites à l’autre s’appelle 
la distance des deux parallèles. 11 résulte encore de ceci que, si 
deux droites D cï A sont parallèles, toute perpendiculaire à tune 
est perpendiculaire à t autre, et aussi que deux droites du plan P 
parallèles à A sont parallèles entre elles (209). 

208. — Soit 0 le milieu d’un segment AB d’une perpendi- 
culaire commune à deux parallèles D et A {fiy> yù). Ces deux 
parallèles sont symétriques par rap- 
port à 0 (196), comme on le voit en 
faisant tourner D et OA de deux 
angles droits autour de 0. On en 
déduit en particulier que toute sé- 
cante A'B' passant par 0 a son milieu en ce point, et que, de 
plus, les angles OA'A et OB'B sont égaux, ce que l’on peut 
énoncer : une sécante quelconque coupe deux parallèles suivant 
le même angle. 

Réciproquement, la symétrique et une droite A par rapport à 
un point 0 est une droite D parallèle à A. 

(') On définit parfois la parallèle menée par A à A comme une droite ne 
coupant pas A. Avec cette définition, on admet, non plus que la parallèle 
existe, mais que par un point il ne passe qu’une parallèle à une droite ; 
c’est le postulatum d’Euclide. 
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Nous avons vu que par tout point A du plan passe une droite 
D ne coupant pas A. Nous allons montrer que c’est la seule, ou, 

si l'on veut, que toute droite du 
^ ! " plan P passant jxir A et distincte 

J ” de D coupe A {Jip- 76). Menons 

par un point quelconque A' de 
1 cette droite une parallèle D' à A 

i et considérons les parallèles à A : 

J D", D"', ... formant avec D et D' 

un réseau de parallèles équidis- 
tantes, c’est-à-dire telles que les 
segments aa', a' a", a”a“' , interceptés par ces droites sur une 


segments aa , a a , ara , interceptés pai 
perpendiculaire commune ab soient égaux. 


A est forcément comprise entre deux parallèles consécutives 
du réseau, ou bien confondue avec l’une d’elles, car ceci revient 
à dire que, si l’on porte sur ab des segments égaux : aa', a' a", 
a" al", ... le point b est compris entre deux consécutifs des points 
a, a', a", ... ou bien confondu avec l’un d’eux. 


La droite considérée AA' qui coupe D et D' en A et A' coupe 
aussi D", car la symétrique de D par rapport à A' étant préci- 
sément D' le symétrique X" de A par rapport à A' est sur D". 
De même la droite AA' coupant D' et D" en A' et A" coupe D"' 
en A'", et ainsi de suite. Coupant toutes les parallèles du réseau, 
cette droite coupc aussi A. 

On voit en outre qu’un réseau de parallèles équidistantes dé- 
coupe sur une droite quelconque des segments égaux. 

Inversement, .si un réseau de parallèles découpe sur une droite 
des segments égaux, ces parallèles sont équidistantes. 


209 . — Il résulte de la définition qui précède que par chaque 
point A, B, G,... de l’espace {Jig. 77) passe une parallèle à A 
et une seule. Chacune d’elles est dans le plan défini par le point 
correspondant et A. Si l’on considère ces divers plans, on peut 
les faire simultanément glisser sur eux-mêmes, A restant en 
coïncidence avec elle-même. Dans ce mouvement de transla- 
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tion (213), les points A, B, C,... décrivent les parallèles cor- 
respondantes a, 7 ,... 

Tout plan Q perpendiculaire à une droite A est perpendicu- 
laire à toutes ces paraUèles a, ] 8 , 7 ,... 

Soit en effet oM l’intersection du plan P 
des deux droites A et a et du plan Q ; 
ces deux plans sont rectangulaires, car P 
passe par la perpendiculaire A à Q (193). 

La droite a du plan P perpendiculaire 
en a à l’intersection aM des deux plans 
est par suite perpendiculaire à Q. On 
démontre de même que le plan Q est 
perpendiculaire à |3, 7 ,,.. en 6 , c,... In- 
versement, il est facile de voir que plu- 
sieurs perpendiculaires à un même plan sont parallèles entre elles. 

Ceci permet de généraliser une propriété déjà établie (207) 
pour les droites d’un même plan : deux parallèles a, ^ à une 
troisième A sont parallèles entre elles, puisque le plan Q per- 
pendiculaire à A est aussi perpendiculaire à a d’une part, à ]3 
d’autre part. 

210. Droites et plans parallèles. — Supposons qu’un plan 
P ■ 78 ) glisse sur lui-même de façon que la droite A de ce 

plan reste constamment en coïnci- 
dence avec elle-même. Tout point 
A de l’espace décrit dans cette 
translation (213) une droite D pa- 
rallèle à A. On dit que D est paral- 
lèle au plan P ou, ce qui revient 
au même : on appelle parallèle à 
un plan P toute parallèle à une 
droite quelconque A de ce plan. En particulier, si A est dans P, 
la parallèle à A est tout entière dans ce plan. 

D étant parallèle à un plan P, toute parallèle à D menée pdr 
un point B du plan P est dans ce plan, puisque cette droite 
étant parallèle à D l’est aussi à A. 
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Remarquons que tous les points de D sont équidistants du 
plan P. En effet, quand P glisse sur lui-inôme, A décrit D et 
sa projection a sur P décrit une parallèle d à A. La distance 
constante de A au plan P est la distance des deux parallèles D 
et d. La projection d’une droite D sur un plan parallèle P est 
une parallèle à D ( 195 ). 

Le nombre des parallèles menées par un point A au plan P 
est illimité, puisqu’on peut prendre de façon quelconque la 
droite A de ce plan. En particulier, on peut mener par deux 
points de l’espace des parallèles à P qui ne sont pas parallèles 
entre elles. 

Tout plan passant par une parallèle D à un plan P coupe ce 
plan suivant une parallèle à D. Supposons que le plan considéré 
coupe P, ce qui n’a pas toujours lieu, comme nous le verrons 
( 241 ), et soit B un point de l’intersection (Jig. 78). La parallèle 
menée par B a A et D est à la fois dans le plan P et dans le 
plan sécant; c’est donc leur intersection. Le dièdre de ces deux 
plans coïncide constamment avec lui-mème pendant la transla- 
tion définie précédemment. 

Etant donnés deux plans sécants, toute parallèle à ces deux 
plans est parallèle à leur intersection, puisque la parallèle à 
cette droite menée par un point de l’intersection étant à la fois 
dans les deux plans est confondue avec cette intersection. 


211 . — Par un point A, il passe, comme nous le savons, un 
nombre illimité de parallèles au plan P. Soit D {fuj, 79) l’une 

d’elles ; projetons A et D en o et d 

^ y/ P- droite d étant parallèle à D, 

1 ^ on en conclut que D est ^wrpendicu- 

^ laire sur Aa donc dans le plan Q 

// perpendiculaire è \a en A. Récipro- 
quement, soit AD' une droite de ce 
' ‘ plan Q ; le plan D'Aa coupe P sui- 

vant ad' parallèle à AD'. On voit que le lieu géométrique des 
parallèles menées aa plan P par un point A est un plan Q, 
gai est par définition le plan parallèle au plan P mené par A. 


Fig. 79 
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Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que tàuté droite 
perpendiculaire à P e&i aussi perpendiculaire à Q et réciproque-^ 
ment. On en déduit que le plan parallèle à un des deux plans P 
ou Q, par exemple P, passant par un point de 1 autre plan Q, 
est précisément ce second plan Q. Les deux plans P et plan (^’ 
sont dits équidistants^ parce que la distance d*un point quel-- 
conque de Q à P, ou de P ^ Q, est toujours égale à Aa. On dé- 
finirait sans peine un réseau de plans parallèles équidistants 
comme on a défini un réseau de parallèles équidistantes (208) 

Deux plans Q et Q' parallèles à un troisième P sont parais 
lèles entre eux, puisque toute perpendiculaire à P est aussi per*- 
pendiculaire à Q et Q'. 

Les sections des deux plans parallèles V et Q par un troi- 
sième R sont parallèles entre elles {Jîg. 8o). Si Ton mène par 
un point A commun à Q et R 
une parallèle à rinterseclion M\ 
de P et R, clic est contenue à 
la fois dans Q et R ; c’est donc 
l’intersection de ces deux plans. 

Tout plan qui coupe un plan P 
coupe également un plan quel- 
conque Q parallèle au premier. 

Prenons un plan R coupant P 
suivant une droite quelconque MN {Jig. 8o) et prenons en outre 
un plan sécant auxiliaire quelconque coupant à la fois P, Q, R 
suivant les droites A, D, (^. On sait que A et D sont parallèles. 
La droite â, qui dans le plan sécant auxiliaire coupe A, coupe 
aussi sa parallèle D (208) en un point A qui se trouve ainsi 
appartenir à R et à Q. Ces deux plans ont donc une droite 
commune. 

On déduit de ceci que : Si une droite coupe un plan P, elle 
coupe aussi tout plan Q parallèle au premier, et que, si un plan 
n'est pas parallèle au plan P, il le coupe. 

212. — Le sens des mots plan horizontal ou vertical, droite- 
horizontale ou verticale est bien connu. L’application à ces- 
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plans et à ces droites des diverses remarques qui précèdent et 
de celles qui ont déjà été faites (195) donne un grand nombre 
de propriétés qui pour la plupart sont intuitives. 

Toutes les verticales sont parallèles entre elles. 

Tous les plans horizontaux sont parallèles entre eux. 

Une verticale quelconque est perpendiculaire à un plan hori- 
zontal quelconque et à toutes les horizontales qu’elle rencontre. 

Deux plans verticaux quelconques ne sont pas en général 
parallèles. Leur intersection est une verticale. 

Deux horizontales quelconques ne sont pas en général 
parallèles et ne se coupent pas. Si elles se coupent, le plan 
qu'elles déterminent est un plan horizontal. 

Si une droite n'est pas horizontale, elle coupe tous les plans 
horizontaux. Il fiasse par cette droite un plan vertical et un 
seul. 

Si un plan n’est pas horizontal, il coupe tous les plans hori- 
zontaux. Les sections de deux plans horizontaux par un tel 
plan sont des horizontales parallèles appelées horizontales du 
plan. 

213. Translation. — Si l’on fait subir à une figure quel- 
conque plane ou gauche une translation (207, 209, 317), les 
divers points A, B, G, D,... {J!g. 8i) décrivent des parallèles et 



viennent en A', B', G', D',... Les deux figures obtenues étant 
superposables, on a \B = A'B' ; BG = B' G' ;.. . et aussi pour 
les angles : ABG — A'B'G' ; . . . De plus les angles tels que MAB 
et MA'B' sont aussi égaux. 

Nous allons démontrer la propriété fondamentale qui suit : 
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devoi droites qui peuvent coïncider par translation sont paral- 
lèles. Prenons par exemple les droites AB et A'B'. Faisons 
tourner AA' et AB dans leur plan de deux angles droits autour 
du milieu de AA' (106)- Le point A \ient en A' ; de plus, les 
angles B'A'M et BAA' du plan considéré étant égaux, il en est 
de même de NA'A et BAA' et par suite AB vient se placer sur 
le prolongement A'N de A'B'. Les deux droites AB et A N 
étant svinétriques par rapport au milieu de AA' sont bien paral- 
lèles (208). 

Inversement d’ailleurs, si deux droites A'B' et AB sont paral- 
lèles, la translation qui amène A en A' les fait coïncider puisque, 
après cette translation, AB est devenu une droite passant par A' 
et parallèle à AB, donc confondue avec A'B'. Celle propriété 
d’une droite de rester parallèle à elle-même dans toute transla- 
tion explique l’emploi de Y équerre pour le tracé d’une parallèle 
à une droite (285). 

Deux plans qui peuvent coïncider par translation sont paral- 
lèles. Supposons que ces deux plans soient définis d’une part 
par les trois points A, B, C, d’autre part par les points A', 
B', G' se déduisant par translation des trois premiers. Le plan 
parallèle à ABC, passant par B', devant contenir les deux droites 
B' A' et B'G' respectivement parallèles à BA et BC ( 210 ), est 
confondu avec le plan A'B'G'. On verra de même que deux 
plans parallèles peuvent coïncider par translation. 

214. Angles de parallèles. — Prenons dans un même 



plan deux réseaux de parallèles {Jîg. 82 ) D, D', D', D'",... 
et A, A', A", A'",... Deux quelconques des points de rencontre 
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d’tme droite D et d’une droite A étant O et (y, la translation 
qui amène O en O' fait coïncider les quatre angles formés 
adtour de O avec les quatre angles formés autour de Cï. Ces 
angles sont deux à deux égaux ou supplémentaires ( 189 ), sui- 
vant que l’on compare deux angles aigus ou obtus, ou bien 
un angle aigu et un angle obtus. De fa(:on plus précise, tous les 
angles marqués a sur la figure sont égaux, et chacun des 
angles marqués est égal au supplément de l’un des angles a. 
Tous CCS angles sont d’ailleurs égaux et droits si l’une des 
droites 1) est perpendiculaire à l’une des droites A. Cette dispo- 
sition se trouve par exemple sur le papier quadrillé ( 141 ). 

Si deux angles ont les côtés parallèles deux à deux, ils sont 
égaux nu supplémentaires. Cette propriété, qui résulte de ce qui 
précède, s'étend au cas où les angles sont dans des plans pa- 
rallèles. On peut se borner à considérer 
des angles égaux, si l’on a soin de définir 
un sens qui soit le même pour toutes 
les demi-droites parallèles entre elles. 
Prenons un angle DOA {Jig. 83) sur les 
côtés duquel on marque un sens à l’aide 
de flèches. Les demi-droites parallèles aux demi-droites D et A 
menées par O' sont D' et A' et les deux angles D'O'A' et DOA 
sont certainement égaux et non supplémentaires. 

Si deux angles ont leurs côtés respectioeinenl perpendiculaires, 
ils sont égaux ou supplémentaires, car, en faisant tourner l'un 
d’eux de un angle droit autour de son sommet, ses côtés de- 
viennent parallèles à ceux de l’autre. On en déduira que, si deux 
droites sont perpendiculaires à deux plans donnés, l’angle de 
ces droites est égala l’angle des deux plans ou à son supplément. 

De même encore, on établira que deux trièdres (201) dont 
les arêtes sont respectivement parallèles cl de même sens sont 
égaux. En particulier, les dièdres correspondants ont des faces 
parallèles et sont égaux, 

215 . — Prenons deux droites de l’espace D et A ne se coupant 
pas {Jig. 84) et fixons un sens sur chacune d’elles. Par un 
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point O quelccHiqoe menons à ces droites des parallèles CW et 
CW : on définit un angle et un seul puisque l’on a fixé un sens 
sur D et A. Cet angle jouit de la propriété remarquable d’avoir 
la même valeur quelle que soit la posi- 
tion du point 0 (214). On l’appelle par 
définition l’angle des deux droites D e< A. 

C’est là une généralisation très impor- 
tante de la notion d’angle. En particulier, 
deux droites non concourantes sont dites 
perpendiculaires si leur angle est droit *’'6- 

et, dans ce dernier cas, il est inutile de fixer un sens sur cha- 
cune des droites. 



La plupart des propriétés du chapitre précédent sont encore 
exactes si l’on attribue au mot <( perpendiculaire » le sens qui 
précède. Pour en donner un exemple, établissons que si une 
droite est perpendiculaire sur deux droites non parallèles d’ an 
plan, elle est perpendiculaire à ce plan (191). Soient a, /5 les deux 
Il droites du plan P {Jig. 85) auxquelles 

00, est perpendiculaire |iar hypothèse. 
Par le pied 0 de cette perpendiculaire 

/y' X — — menons les parallèles OA et 011 à a 

^ ^ deux droites sont dans le 

plan P et sont perpendiculaires en O 
à 00,. Donc, 00, étant perpendicu- 
laire à deux droites du plan P passant par son pied est per- 
pendiculaire à ce plan. 

Cependant quelques énoncés doivent être modifiés. C’est 
ainsi que par un point on peut mener un nombre illimité de 
perpendiculaires à une droite et non plus une seule (192), ces 
perpendiculaires étant toutes les droites qui, passant par le 
point, sont dans le plan perpendiculaire à la droite. 


216. Projections. — Si l’on projette en a, b, c, d, ... (195) 
divers points de l’espace A, B, C, D, ... sur un plan P {Jig. 86), 
les projetantes étant perpendiculaires à ce plan sont toutes pa- 
rallèles entre elles (209). Projetons les mêmes points en a', b' , 
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d,d\ ... sur un second plan P' parallèle an premier; il est 
évident que l’on passe de la figure abcd ... à la figure a'b'c'd'... 
par la translation qui amè.ne a en a! (213). 

Pour étudier la forme d’une figure projetée, on peut donc 
remplacer le plan de projection par un plan parallèle quelconque. 

On en déduit immédiatement les 
^ ? généralisations suivantes de pro- 

4 / i t i priétés déjà énoncées (204) : la pro- 

/ ~] i i y' jeclion d’un segment sur un plan est 

i i / plus courte que ce segment. — La 

— 1 — — I — - j ' projectjion d'un angle aigu sur un 

/ I I î i y plan parallèle à un coté est plus petite 

i J/ ^ / que cet angle ; la projection d’un 

angle obtus est plus grande que cet 
angle. Citons encore l’énoncé suivant 
qui, au point de vue des applications, est d’une importance 
considérable : la projection d" an angle droit sur un plan parallèle 
à un de ses côtés est un angle droit. Inversement, si un angle 
droit se projette sur un plan parallèle à l'un de .ses côtés suivant 
un angle droit, c'est qu’il est droit. 

Les projections de deux droites parallèles sur un même plan 
sont deux droites parallèles, puisque les plans qui les projettent 
sont parallèles ( 211 ). 


217. — On appelle angle d’une droite avec un plan l’angle 
aigu (jue fait cette droite AB {Jig. 87 ) avec sa projection Ab 
sur le plan. Il résulte de ce qui précède que, tout comme l’angle 
de deux droites ou celui de deux plans, 
cet angle ne change pas si l’on remplace 
la droite et le plan par une droite et un 
plan respectivement parallèles. 

L’angle d’une droite avec un plan est 
le plus petit des angles que fait cette 
droite avec toutes les droites du plan. 

Pour, évaluer l’angle de AB avgb une droite quelconque du 
plan P, ou même avec une parallèle quelconque à ce plan, il 
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suffit d’évaluer l’angle que fait AB avec la parallèle d à cette 
droite passant par le point A. Cette droite d étant dans le plan P, 
on voit bien que l’angle BAd qui se projette en BA6 sur le plan 
BA6 est plus grand que sa projection (204). On établirait de 
façon analogue que l'angle obtus de AB avec la droite 6À6 est 
le plus grand des angles que fait AB avec les droites du plan P, 
ou les parallèles à ce plan. 

Etant donnés deux plans sécants P et Q, la droite de Q qui 
passant par un point M fait le plus grand angle avec P est ta 
perpendiculaire MN abaissée de ce point sur l'intersection des deux 
^lans {Jig. 88). Si m est la projection 
de M sur P, la droite N m est per- 
pendiculaire sur l’intersection des 
plans P et Q (104). Prenons une 
autre droite quelconque passant par 
M telle que MN' ; son angle avec P 
est MN'm. Il est bien inférieur à MNm 
puisque MN' et MN sont deux obli- 
ques issues de M sur P et que MN' est celle dont le pied N' 
s’écarte le plus du pied de la perpendiculaire (204). 

L’angle MNm est, comme on le voit, l’angle rectiligne du diè- 
dre des deux plans P et Q (191). Dans le cas particulier où P 
est un plan horizontal, NN' est une horizontale du plan (212) 
et les droites telles que MN, qui sont perpendiculaires sur ces 
horizontales et par suite parallèles entre elles, s’appellent les 
lignes de plus grande pente du plan Q, dénomination justifiée 
par ce qui précède (298). Il nous reste maintenant à appliquer 
aux polygones et aux polyèdres les diverses notions que nous 
venons d’établir. 

218. Angles des polygones et des triangles. — Etant 
donné*dans un plan un polygone convexe quelconque ABCDE, 
prolongeons les côtés dans un même sens {fg- 89) de façon, à 
former les angles numérotés sur la figure : i, 2, .3, 4 > 5. On les 
appelle des angles extérieurs au polygone. 

La somme des angles extérieurs à un polygone convexe est 
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étfok à quaire angles droits. Menons par un point O du plan des 
parallèles aux demi-droites qui forment les côtés du polygone. 




Ces parallèles font des angles i', 2 ', 3', 4', respectivement 
égaux aux angles 1 , 2 , 3, 4> 3 et dont la somme est bien égale 
h quatre droits (189). Ceci permet de calculer la somme des 
angles intérieurs du polygone. L’angle extérieur en A : BAA'et 
l’angle intérieur BAE ont une somme égale à deux droits ; 
•comme il y a ici 5 sommets : A, B, G, D, E, on trouve au total, 
(pour les angles extérieurs et intérieurs, 10 droits. Retranchons 
de cette somme les 5 angles extérieurs, soit 4 droits, il reste 
‘6 droits pour les angles intérieurs. 

Deux cas particuliers, cæux du triangle et du quadrilatère 
conduisent par un calcul analogue à deux propriétés très im- 
portantes. 

La somme des quatre angles d'un quadrilatère est égale à 
quatre angles droits. 

La somme des trois angles d’un triangle est égale à deux 
angles droits. 

Nous ne saurions trop insister sur l’importance de ces deux 
propositions, particulièrement de la dernière. Faisons remarquer 
que leur démonstration s’appuie sur la propriété admise au 
début de ce chapitre : le lieu géométrique des points situés 
i une distance donnée d’une droite est une droite (^) (207). 


(’) On pourrait procéder do façon inverse et établir toute la théorie 
des parallèles en admettant par exemple que, si dans un quadrilatère trois 
angles sont droits, il en est de même du quatrième, ce qui revient à admet- 
tre que les rectangles existent, fait que vérifie l’observation journalière, 
tout au moins de façon approximative. 
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219 . — Signalons quélques conséquences immédiates de ces 
propositions. 

Si, dans un quadrilatère, deux angles sont supplémentaires, il 
en est de même des deux autres. Quand les angles supplémen- 
taires sont opposés, nous verrons que le quadrilatère est ins- 
criptible (232, 235). Quand ces deux angles sont adjacents à 
un même côté le quadrilatère a deux côtés parallèles; c’est un 
trapèze. 

Si, dans un quadrilatère, trois angles sont droits, il en est de 
même du quatrième. Le quadrilatère est alors un rectangle (221). 

Dans un triangle quelconque, un angle exiérieiir est égal à la 
somme des deux angles intérieurs qui ne lui sont pas adjacents. 

Dans un triangle équilatéral (197, 250), chaque angle vaut | 
dangle droit, ou 66*^^ , ou 6o®. 

Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus ont une 
somme égale à un angle droit. On dit qu’ils sont complémen- 
taires. 

Dans un triangle rectangle isocèle, les angles aigus sont égaux 
à un demi-angle droit, ou 5 o^, ou /| 5 ® (197). 

220. Parallélogrammes. — Un quadrilatère dont deux 
côtés opposés sont parallèles est un trapèze. S’il en est de meme 
des deux autres côtés, comme cela arrive fréquemment en 
pratique, on a un parallélogramme. L’étude des réseaux de 
parallèles (214) nous a déjà montré que dans un parallélo- 
gramme ABCD {fig. 90) les deux angles aigus B et D sont 
égaux, ainsi d’autre part que les deux angles obtus A et G, qui 
sont d’ailleurs supplémentaires des premiers. 

Menons la diagonale AG ; le symétrique du parallélogramme 
par rapport au milieu O de AG çst le parallélogramme lui- 
méme, les parallèles AD et CB s’échangeant (208), ainsi que 
AB et CD. On en déduit que la seconde diagonale BD a aussi 
son milieu en O et que les côtés opposés du parallélogramme 
sont égaux : AB = DG ; AD = BG . 

Le point O s’appelle le centre du parallélogramme. En défini- 
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tive on voit que, dans un parallélogramme les côtés opposés sont 
deux à deux égaux et parallèles ; les angles sont deux à deux 
égaux ou supplémentaires ; les diagonales se coupent en leur 
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milieu. On énonce parfois la première de ces propriétés en 
disant : deux parallèles comprises entre deux autres parallèles 
sont éijales. 

Il est aisé do voir que si, dans un quadrilatère, deux côtés 
opposés AB et DC sont éqaux et parallèles, le quadrilatère est 
un parallélogramme. Menons en effet AC. Une rotation de deux 
angles droits autour du milieu O de AC, amène AB sur CD et 
réciproquement. Donc AD et BC sont symétriques par rapport 
h O et par suite parallèles. En remarquant que les deux trîan* 
gles ABC et ADC sont égaux (198), le lecteur établira sans 
peine que si, dans un quadrilatère, les côtés opposés sont deux 
A deux égaux : AB = DC et AD = BC, le quadrilatère est un 
parallélogram me . 


221 . — Le rectangle est un parallélogramme dont les côtés 
non parallèles sont rectangulaires. Il a quatre angles droits 
(219). La perpendiculaire x'x au milieu de AB (/«</. 91 ) est un 
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axe de symétrie de la, figure (196), 
c’est-à-dire que A et B s’échangent ainsi 
que C et D si l’on fait tourner la figure 
de deux dièdres droits autour deæ'x. On 
en déduit que x'x est aussi perpendicu- 
laire au milieu de CD.. Cet axe passe 
par le centre O du rectangle. Les deux 


diagonales d'un rectangle sont égales, puisqu’elles s’échangent. 


dans cette symétrie. Il y a un autre axe de symétrie pour la. 
figure.qui est la perpendiculaire y'y au milieu de AD. 
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OndMuit de ce qui précède que, dans]im triangle rectangle 
•quelconque ABD, la médiane AO issue du sommet de t angle 
droit est égale à la moitié de 1* hypoténuse (235). 11 suffit en 
effet de mener par B et D des parallèles aux deux côtés de l’an- 
gle droit pour former un rectangle ABCD, dans lequel la pro- 
priété devient évidente. Les deux triangles AOB, AOD en les- 
quels se trouve décomposé le triangle rectangle ABD sont 
isocèles. 

On verra de même que, si l*on porte des longueurs égales 
OA = OB = OC = OD sur deux sécantes AG et BD se cou- 
pant en O, le quadrilatère dont les quatre sommets sont A, B, 
C, D est un rectangle. 

Le losange est un parallélogramme dont les côtés sont tous 
égaux : AB = BG — GD — DA {fig. 92). La perpendiculaire 
au milieu de BD, base des triangles isocèles DAB et DGB, passe 
en A et eu G (197), Donc les deux diagonales sont perpendicu* 
iaires. Ge sont d’ailleurs deux axes de symétrie du losange. 



Fig. (ja Fig. 93 


Inversement, si dans un parallélogramme les diagonales sont 
rectangulaires, le parallélogramme est un losange. 

Le carré (269) est un parallélogramme dont les quatre côtés 
sont égaux et les quatre angles droits. G’est un losange et un 
rectangle. Un carré a quatre axes de symétries passant par son 
centre O {fig- 93). Ghaque diagonale découpe le carré en deux 
•triangles rectangles isocèles (197). 

222. Prismes et parallélépipèdes. — Prenons un poly- 
gone plan ou gauche, convexe ou non (197), ABGDE {fig. 94) 


A. Sainte- Laguc. 
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otEopposonscpi'il 86 déplace par transition (313); Ira sommet» 
décrivent des parallèles AA', BB', CC', DD', EË'. La surface 
eiDgendrée par ira côtés de ce polygone s'appelle une surfaee 

r prismatique. Les plans formant ses 
faces sont tons parallèles à AA'. Si 
le polygone considéré est plan, 
ABCDE s’appelle une section plane- 
de la surface prismatique. Après 
la translation, ce même polygone 
donne en A'B'C'D'E' une nouvelle 
section plane. 

Deux sections d’une surface 
prismatique par des plans parai ~ 
lèlcs sont étjales, puisqu’on peut 
les faire coïncider par une translation convenable parallèle aux 
arêtes de la surface prismatique (213). On appelle section droite 
toute section, telle que abcde, dont le plan est perpendiculaire 
aux arêtes. Toutes les sections droites sont éqales. D’après sa 
délinition même, le polygone abcde est la projection sur son 
plan de toute autre section de la surface prismatique. 

On appelle prisme le polyèdre compris entre une surface 
prismatique et deux sections planes parallèles. Le polyèdre 
ABCDE A'B'C'D'E' est un prisme pentagonal, ayant pour base 
un pentagone : ABCDE ou A'B'C'D'E'. Lorsque la base est une 
section droite, on a un prisme droit. 


223. — En prisme ABCD A'B'C'D' {fiy. gô) à base parallé- 
logramme s’appelle un parallélé- 
pipède. Toutes ses faces sont des 
parallélogrammes et l’on a par 

suite : AB=DG = A'B'===D'G' 
ou AD = BC = A'D' = B'G' ou 
enfin AA' = BB' = DD' = CC'. 

Les droites AC', BD', GA', DB' 
sont les diagonales. 11 ne faut 
pas les confondre avec les diagonales des faces. 
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On voit que le même parallélépipède peut être engendré, non 
seulement par la translation du parallélogramme ABCD paral- 
lèlement à AA', mais aussi par la translation du parallélo- 
gramme ABB'A' parallèlement à AD, ou encore du parall^o- 
gramme ADD'A' parallèlement à AB. 11 suffit de se donner trois 
arêtes concourantes AB, AD, AA' pour que le parallélépipède 
soit complètement déterminé. 

Les diagonales d'un parallélépipède se coupent en leur milieu. 
Prenons en effet deux diagonales quelconques AC' et BD'. Ce sont 
des diagonales du parallélogramme ABC'D'. Elles se coupent 
donc en leur milieu O (220). Ce point s’appelle le centre du 
parallélépipède. 

Si deux des angles DAB, DAA', A'AB que forment deux à 
deux les trois arêtes sont droits, par exemple D\ \' et A'AB, 
l’arête AA' est perpendiculaire sur le 
plan de la liase ABCD ( 191 ); on a un 
parallélépipède droit. Si les trois angles 
sont droits, c’est-à-dire si le trièdre ^ 

ABD A' est trirectangle (201), on a un 
parallélépipède rectangle {fig. 96). 

Dans un parallélépipède rectangle, 
toutes les diagonales sont égales. C’est 
ainsi que l’on a AC' = BD' dans le 
rectangle ABC'D' (221). Un tel paral- 
lélépipède admet comme axes de symétrie ( 196 ) chacune des 
droites telles que zz' menées par son centre O parallèlement aux 
arêtes. 

On appelle rhomboèdre un parallélépipède dont toutes les 
arêtes sont égales. On a alors AB = AD=AA'. loutesles faces 
sont des losanges. 

Le cube est un parallélépipède rectangle dont les arêtes sont 
égales. C’est aussi un rhomboèdre. Toutes ses faces sont des 
carrés. Un cube admet comme axes de symétrie les parallèles 
menées par son centre aux arêtes et aux diagonales des faces. 
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224. Applications. — Comme nous l’avons fait pour le 
dernier chapitre, nous donnerons quelques applications simples 
des propriétés qui précèdent. 

Le lieu (jéomélrique des points d'un plan situés à une distance 
donnée d'une droite A de ce plan est formé de deux parallèles à A. 
Elles sont d’ailleurs de part et d’autre de A qui sert d’axe de 
symétrie à la figure (238). 

Le lieu géométrique des points situés à une distance donnée 
d'un plan donné est formé de deux plans parallèles à ce plan et 
situés de part et d autre (211). 

Le lieu géométrique des milieux des serments découpés sur 
des sécantes quelconques par deux droites ou deux plans paraL 
lèles est une droite ou un plan parallèle aux deux premiers. 
Prenons par exemple le cas de deux droites D, D' {Jiq- 97). 

Par le milieu O d’un segment AA' 
menons une parallèle A à ces droites. 
Les trois droites D, A, D' foni partie 
d’un réseau de parallèles équidis- 
tantes (208) puisque AO — OA', 
et par suite, pour toute autre sé- 
cante BGB', on a BG — CB'. En particulier, dans un trapèze 
ABB'/V' la droite qui joint les milieux 0 et Ct des deux côtés 
non parallèles est parallèle aux autres côtés (246). 

Si B' est conlbndu avec A', le trapèze est un triangle ce qui 
démontre f énoncé : dans un trianqlc la droite qui joint les mi- 
lieux de deux côtés est parallèle au troisième côté. Nous ver- 
rons en outre que celte parallèle au troisième côté est égale à la 
moitié de ce côté (246). 

Inversement, la parallèle à un côté BC dun triarujle passant 
par le milieu d'un côté AB passe aussi par le milieu du côté AG 
comme on le verra aisément. 

Dans un trianyie ABC, les trois médianes AA', BB', CG' sont 
concourantes. Leur point G de concours est au tiers de chacune 
d'elles à partir du côté correspondant {Jîg. 98). Menons par B, G 
et par les milieux B', G' de AG et AB des parallèles à la médiane 
AA'. On a ainsi un réseau de parallèles équidistantes (208) ; 
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en effet ces droites découpent sur BC des segments égaux, car 
BA' — A'G par hypothèse et de plus les parallèles G'E et B D l\ 
AA' passent aux milieux de BA' et 
A'G. Si Ton coupe ce réseau de pa- 
rallèles équidistantes par une même 
sécante BB', on a des segments égaux 
BF = FG = GB', ce qui prouve 
que G est au tiers de BIV. On établi- 
rait de même qu*il est au tiers de AA' 
et par suite de GG'. Ge point G s’appelle centre de (jravilé du 
triangle (206). 

Si, par les. trois sommets d’im triangle ABC (//y. qq), on 
mène des parallèles pAy, yBa, c/.C^ aux côtés opposés, les dia- 
gonales Aa, Gy des parallélogrammes ABaG, ABC|^, AGBy 

^ sont les médianes du triangle ABC. 
Ce triangle a^Sy a ses côtés paral- 
lèles à ceux du triangle ABC et 
deux lois plus grands. Si Ton 
remarque que les perpendiculaires 
aux milieux des côtés de a|^y sont 
en même temps les hauteurs du 
triangle ABC, on voit que (206) : 

Fig. 90 dans un triangle, les trois hauteurs 

sont concourantes ; leur point de concours H s appelle l or- 
thocentre du triangle. Il est facile de vérifier que les triangles 
BGH, CAH, ABU admettent respectivement A, B, G pour 
orthocentre. Les quatre points A, B, G, 11 tels que chacun 
d'eux soit Torthocentre du triangle des trois centres lorment un 
groupe or Ihocen trique. 




Bxercice3. — N- 167, 296, 296, 297, 298, 299, 800, 301, 802, 

303, 304, 305, 306, 307, 308, 309, 810, 311, 812, 813, 814, 

816, 816, 817, 818, 819, 320, 429, 432, 449. 
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225. Circonférence. — Le lieu géométrique des points A 
d*un plan P situés à une distance donnée, appelée rayon ^ d’un 

point O de ce plan {fig, loo) est une 
circonférence de cercle, de centre 0. 
La portion du plan intérieure à cette 
courbe s’appelle cercle. On emploie, 
en pratique, indifféremment les mots 
circonférence ou cercle pour désigner 
ce lieu. Les points du plan plus voi- 
sins de O que les points du lieu sont 
à l’intérieur de cette circonférence; les autres sont à l’extérieur. 
On trace habituellement les cercles avec un compas (282). 

La perpendiculaire OC au plan du cercle menée par son 
centre s’appelle Vaxe du cercle. Cette même circonférence est le 
Keû des points A de P situés à une même dis- 
tance d’un point C quelconque de l’axe (197). 

Cette distance CA est d’ailleurs supérieure à 
la distance CO du point C au plan P. 

Le cercle est une courbe convexe y c est-à- - 
dire qu’une droite A de son plan {Jig. loi) 
ne peut le couper en plus de deux points, 
car on ne peut mener par O que deux obliques OA et OB 
égales au rayon de ce cercle. Une droite ne coupe un cercle 
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^ue si la dlstaace du centre à celte dtx>ite est plus petite que le 
rayon. 

226. — Le cercle a des propriétés reraarqtiables analogues 
à celles dont jouit la ligne droite (ISs) : m/ï cercle peiiL coïn- 
cider avec lai-même par retournement ou 
encore par (jlissemcnt. De façon plus pré- 
cise : I® le symétrique (196) d'une circon- 
férence par rapport à un diambtre quel- 
conque AOB(/ig. 102 ) est cette circonférence 
elle-même, les deux demi-circonférences 
AMB et AM' B s’échangeant dans cette sy- 
métrie; 2 ® un mouvement de rotation (196) 
d'un cercle autour de son axe le laisse constamment en cdftici- 
dence avec lui-même. On peut déduire de ces propriétés un 
grand nombre de conséquences remarquables. 

Prenons un point M et son symétrique M' par rapport à un 
diamètre AOlî quelconque. La corde MM' sous-tend deux arcs, 
Tun MAM' inférieur à une demi-circonférence et l’autre MBM' 
«upérîeur. Il résulte immédiatement de la symétrie de la figure 
que si deux points M et M' sont symétriques par rapport à un 
diamètre AB, ce diamètre passe par les milieux des arcs MAM' 
et MBM' et est perpendiculaire à la corde MM' en son milieu P. 
AB répond donc à cinq conditions : passer par le point O ; par 
le milieu A de MAM' ; par le milieu B de MBM' ; par le mi- 
lieu P de MM', et enfin être perpendiculaire sur MM'. Le lec- 
teur vérifiera que deux quelconques d’entre elles suffisent à 
entraîner les autres. 

Prenons dans la même circonférence deux cordes parallèles 
MM' et NN'. Le diamètre AB étant perpendiculaire sur NN' 
{207)^ on en déduit que N et M' sont symétriques par rapport 
à VB et que par suite les arcs symétriques MN et M'A' sont 
égaux : deux parallèles interceptent sur une circonférence des 
arcs égaux. Remarquons qu'une parallèle à MM'^ ne coupe la 
circonférence que si le point où elle rencontre \ B est compris 
entre A et B, Nous examinerons un peu plus loin (229) le cas 
où cette droite est perpendiculaire en A ou B à AB. 


A 
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227. — Prenons maintenant un arc quelconque AB {Jîg. io3-) 
et faisons-lui subir une rotation d’un angle a (196), il vient en 
^ CD ; les deux arcs AB et CD pouvant être 

0 superposés sont égaux. Cette superposition 
montre en outre que les angles au centre AOB 
et COD sont égaux, que les cordes AB et CD 
sont égales et enfîn que leurs distances au 
centre : OP et OQ sont aussi égales. Donc, 
Fig. io3 deux arcs égaux d'une même circonférence 
sont sous-tendus par des cordes égales, équidistantes du centre et 
sont vus de ce centre sous des angles égaux. On pourrait encore 
obtenir la coïncidence des arcs AB et CD, en remarquant que 
la figure est .symétrique par rapport au diamètre passant par le 
milieu M de l’arc BC, mais B se superposerait à C et non plus 
à D et de meme A à D et non plus à C. 

Inversement, si l’on se .donne deux arcs AB et CD tels que 
les angles au centre AOB et COD soient égaux, il est évident 
que les arcs sont aussi égaux. Si les deux cordes AB et CD sont 
égales, les triangles isocèles AOB et COD sont égaux (198) et 
par suite les arcs AB et CD sont égaux. Il en est encore de 
même si ces deux cordes sont équidistantes du centre. 

Etudions ce qui se passe lorsque les arcs sont inégaux et par 
suite les cordes inégales. Prenons deux arcs que nous pouvons 
supposer de même origine (/y. lo/i) AG, AD, chacun d’eux 
étant inférieur à une demi-circonférence. 

L’arc VD étant plus grand que l’arc AC, 
nous allons voir que la corde AD est de 
même plus grande que la corde AC. Le cercle 
de centre A et de rayon AD recoupe la cir- 
conférence donnée en D' symétrique de D 
par rapport . an diamètre AB et en ce point 
seulement comme nous le verrons (232). Le 
point G situé sur l’arc DAD' est par suite 
intérieur à ce cercle, ce qui donne bien AD > AC. Quand aux 
distances OP, OQ de ces deux cordes au centre, on a inverse- 
ment OQ >-OP. Si, en effet, M est le point de rencontre de 



Fig. io6 
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OQ avec AD, on a successivement : OP<OM<OQ (204). 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les réciproques 
de ces diverses propositions sont exactes, ce qui nous conduit 
aux énoncés : si ron prend dans une même circonférence des 
arcs inégaux, inférieurs à une demi-circonférence, le plus grand 
arc correspond à la plus grande corde, au plus grand angle au 
centre et à la corde la plus voisine du centre. Inversement, le 
plus grand angle au centre, ou la plus grande corde, ou la corde 
la plus voisine du centre correspondent au plus grand arc. En 
particulier, on voit que les diamètres sont les plus •grandes 
cordes, ce qui peut d'ailleurs s'établir de laçon plus rapide. 

228. Sphère. — Le lieu géométrique des points de Tcspace 
situés à une distance donnée d’un point G est une sphère. La 
surface de cette sphère sépare les points de Tespace en deux 
catégories, suivant que leur distance au centre est plus petite 
ou plus grande que le rayon. Tous les points du lieu situés 
dans un plan A donné, sont, comme nous Tavons vu (225), sur 
un cercle F dont Taxe passe par 
le centre de la sphère {fg- 100 ). 

Donc : toute section plane de la 
sphère est un cercle, pourvu ce- 
pendant que le plan sécant soit à 
une distance Ce de G inlérieure 
au rayon. Lorsque le plan sécant 
passe par le centre G, le cercle de 
section s’appelle un grand cercle ; il a alors meme rayon que 
la sphère. Le plan d’un grand cercle partage la sphère en deux 
parties égales. 

La sphère est une surface convexe, une droite ne la coupant 
qu’en deux points au plus. La sphère jouit de propriétés ana- 
logues à celle du cercle (226): elle coïncide avec elle-même 
après une rotation quelconque autour d’un de ses diamètres. 
En particulier tout diamètre peut être considéré comme un axe 
de symétrie (196). De là découlent les propriétés suivantes que 
le lecteur établira sans peine. 
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Tom les points A (t un cercle F de la sphère sont équidistants 
de tun quelconque des points M ou N où Paoce du cercle perce la 
ephère {fiq* io5) ; M et N sont les pôles du cercle F. Ceci per- 
met de tracer un cercle F sur une sphère supposée réalisée ma- 
lériellement à Faide d’un compas dont une pointe est en M. 11 
est commode d*utilîser pour cela un compas à branches courbes 
•ou compas sphérique. 

Le plan perpendiculaire au milieu (V une corde AB de la sphère 
passe par le centre C de la sphère. Un tel plan est perpendicu- 
laire au milieu de toutes les cordes parallèles à AB. 

Deux plans parallèles coupent une sphère suivant des cercles 
de même axe. On appelle zone la portion de surface de la sphère 
comprises entre ces deux plans et segment sphérique la por- 
tion du volume de la sphère comprise entre ces mêmes plans. 
On en déduit que le lieu des centres des cercles d’une sphère 
situes dans des plans parallèles à un plan fixe est le diamètre 
perpendiculaire à ce plan fixe. Tous ces cercles ont les mêmes 
pôles. C'est ainsi que sur la sphère terrestre les deux cercles 
polaires et les deux tropiques découpent cinq zones. Les pôles 
de CCS divers cercles sont le pôle Nord et le pôle Sud (304). 

Deux cordes égales sont vues du centre sous le meme angle et 
en sont à la même distance. Si deux cordes sont inégales, la 
plus grande est vue du centre sous le plus grand angle et est la 
plus voisine du centre. 

Deux cercles de même rayon tracés sur une même sphère sont 
dans des plans équidistants du centre. Si les rayons sont inégaux, 
le cercle de plus grand rayon est dans le plan le plus voisin du 
centie, 

229. Tangentes et plans tangents. — On appelle tan- 
gente (153) en un point A d'une courbe C {jig. io6) la posi- 
tion limite d’une sécante AB joignant ce point à un point 
voisin B, quand ce point se rapproche de plus en plus de A. Le 
point A est le point de contact de la tangente. 

Si la courbe est une circonférence, il est aisé d’avoir cette 
position limite en remarquant que la perpendiculaire abaissée 
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du centre O sur la corde AB passe au milieu C de AB ; à la 
limite, quand B tend vers A, il en est de même du milieu 
de AB ; donc : ta tangente AT en un point A 
(T une circonférence est la perpendiculaire a T ex- 
trémité du rayon OA de ce point. 

C'est lâ une propriété très importante au 
point de vue des applications. Prenons un point “ 
quelconque D de cette tangente ; la perpendicu- 
laire OA étant plus comte que l’oblique OD, on 
voit que D est extérieur à la circonférence. La 
tangente en A n'a donc que ce seul point A 
commun avec la circonférence. On peut remar- 
quer encore que la tangente en A est parallèle aux cordes que 
le diamètre du jioint A partage en deux parties égales ( 226 ). 

On appelle enveloppe d’une droite variable une courbe à la- 
quelle la droite reste tangente dans toutes ses [lositions. Si la 
droite considérée passe par un point fixe, on dit parfois que ce 
point est l’enveloppe de ces droites. Il résulte de cette définiticm 
que le cercle est l'enveloppe de ses tangentes. En remarquant 
que la distance 0 V du centre O à une tangente AT est cons- 
tante, on peut encore dire: f enveloppe des droites d’un plan 
siliu}es à une distance constante d’un point fixe est un cercle 
ayant ce point pour centre. 

De meme, t enveloppe des cordes d'un cercle qui sous-tendent 
des arcs égaux est un cercle concentrique au premier, puisque 
ces cordes sont à la même distance du centre ( 227 ). On peut 
remarquer que ce second cercle est aussi le lieu géométrique 
des milieux des cordes considérées. 

Voici enfin un dernier énoncé facile à établir : le lieu des 
centres des cercles tangents aux deux côtés d'un angle est formé 
des bissectrices de cet angle. En particulier dans un triangle, 
les points de concours des bissectrices prises trois à trois ( 206 ) 
sont centres de cercles tangents aux trois côtés. Celui qui est 
intérieur au triangle s’appelle cercle inscrit, les autres cercles 
sont ex-inscri'is. 
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230. — Prenons nriainlenant un point A sur une surface 
quelconque J ^7) point faisons passer une 

courbe arbitraire F. En général, cette courbe 
admet au point A une tangente Aï qui par 
définition est tangente à la surface. Il y a un 
nombre illimité de courbes passant par A. 
On démontre qu*en général les tangentes à ces 
diverses courbes en ce point sont dans un 
Fig. Ï07 même plan que Ton appelle le plan tangent à 
la surface. Le point A est le point de contact de ce plan tan- 
gent. Nous démontrerons l'existence de ce plan tangent pour 
toutes les surfaces que nous aurons à considérer (239). 

Si nous supposons que la surface soit une sphère, la droite 
joignant 0 au milieu d’une corde AB élanl constamment per- 
pendiculaire sur AB ; à la limite, quand B se rapproche de A, 
on voit que OiV est perpendiculaire sur AT. On en déduit que, 
en un point A d*une sphère, toutes les tangentes à la sphère sont 
dans un plan perpendiculaire en A au rayon de ce point. En 
particulier, ce plan contient toutes les tangentes aux cercles de 
la sphère qui passent par A, 

Le plan tangent en A à la sphère n’a en commun avec la 
sphère que son point de contact ; sa distance au centre de la 
sphère est 0\, ce que Ton peut énoncer : 1 enveloppe des plans 
situés à une distance fixe d'un point donné est une sphère ayant 
ce point pour centre (228). On donne ici au mot « enveloppe a 
un sens analogue à celui que Ton a défini pour les droites d’un 
plan. On en déduit encore que l'enveloppe des plans découpant 
sur une sphère des cercles de niènie rayon est une sphère concen^ 
trique à la première, sphère qui est aussi le lieu des centres de 
ces cercles. 


231. — On appelle no/'ma/c à une courbe plane ou gauche V 
toute perpendiculaire en un point A à la tangente AT de ce 
point {fig, 108). Les normales en K sont donc toutes les droites 
passant par A dans le plan perpendiculaire à la tangente (191), 
ou plan normal en A à la courbe. 
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Si r est un cercle, il est aisé de voir que toutes les normales 
telles que AN coupent Taxe 0;: de ce cercle, le plan normal 
étant le plan déterminé par cet axe et le 
rayon OA. Lorsqu’il s’agit, comme ici, 
d’une courbe plane, le mot « normale » / 

est réservé plus spécialement, sauf spéci- ^ 

fication contraire, à celle de ces normales h ^ ^ 
qui est dans le plan de la courbe. On voit " 
par suite que la normale en un point A 
d'un cercle est le rayon O V de ce point. 

Toutes les normales au cercle passent donc par le centre de ce 
cercle. 


Etant donnés un cercle et un point M de son plan (y/ÿ. loq), 
on peut mener par ce point M deux normales au cercle : MA 

et MA'. De même, le point \ intérieur 
au cercle donne les normales NA et 
/ NA'. La ])lm cour le (lislance d'un point 

" N Ta M jlxe à un point f/uclconfinr d'nne cir- 
V y conférence est la plus petite des deux 

normales Ion peut mener de ce 
point à Cy cercle ; la plus lonrjue est 
la plus grande de ces deux normales. On a [)ar exemple : 
MA <; MD < MA', car, dans le triangle MOB, les inégalités 
MO — OB < MB <; MO -i- OB (205) peuvent s'écrire 
MO — OA < MB < MO OA ou MA < MB < MA'. 

En tout point d'une surface, on appelle normale la perpendi- 
culaire au plan tangent. Elle est perpendiculaire à toutes les 
tangentes passant par ce point (191). 

Remarquons qu’en un point d’une surface il y a une infinité 
de tangentes formant le plan tangent et une seule normale, 
tandis qu'en un point d’une courbe il y a une tangente et une 
infinité de normales, formant le plan normal. 

Il est aisé de voir que, en un point d'une sphère la normale est 
le rayon de ce point. Par un point non situé sur une sphère, on 
peut toujours mener deux normales à cette sphère, en joignant 
ce point au centre. On démontre, comme pour le cercle, que le 
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fdw court cJtemin tCun point de t espace à un point dune sphère 
est la plus petite des deux normales que T on peut mener de ce 
point à la sphère; le plus long est la plus grande de ces deux 
normales. 
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232. Intersection de cercles ou de sphères. — Cherchons 
combien il faut de points pour déterminer une circonférence* 
Par un point A, il passe évidemment un nombre illimité de 
cercles, le centre d’un tel cercle pouvant être pris en un point 
quelconque de l’espace. Si l’on se donne deux points A et B, il 

y a encore un nombre illimité 
de cercles, le centre de Fun 
quelconque d'entre eux devant 
être pris dans le plan perpendi- 
culaire au milieu de AB (206). 
Si Fon se borne aux cercles 
situés dans un plan donné, les 
centres doivent être sur une 
droite A {fi[l* iio) qui est un 
axe de symétrie pour la figure 
(196). On dit que ces cercles forment un faisceau de cercles. 
Nous verrons que VB est leur axe radical commun. (254). 

Si l’on se donne, non plus deux points, mais trois : A, B, C 
non en ligne droite, il y a un cercle et un seul passant par ces 
trois points puisque le centre, qui est dans le plan de ces points^ 
doit cire sur la perpendiculaire au milieu de AB et sur la per- 
pendiculaire au milieu de AC, ce qui détermine toujours un 
point O, et un seul. Le cercle F qui passe par les trois sommets 
du triangle ABC est dit circonscrit à ce triangle (206). Si 
enfin, on se donne quatre points A, B, C, D, même situés dans 
un môme plan, il ne sont pas en général sur un même cercle, 
D n’étant pas sur le cercle déterminé par les trois points A, B, 
C. Si ceci a lieu, on dit que le quadrilatère .\BCD est inscrip- 
iible (235). 

On démontrerait de façon complètement analogue que par 
un point A de l’espace passent des sphères en nombre illimité. 
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dont le centre peut être pris arbitrairement. Les sphères passant 
par deux points A, B ont leur centre dans le plan perpendiculaire 
au milieu de AB (206). Les sphères passant par trois points 
A, B, C non en ligne droite forment un faisceau de sjMres. 
Toutes ces sphères passent par le cercle circonscrit au triangle 
ABC et leurs centres sont sur Taxe de ce cercle (228), Par 
quatre points A, B, C, D non situés dans un même plan, passe 
une sphère et une seule, qui est dite circonscrite au tétraèdre 
des quatre points. En général, par cinq points A, B, C, D, E il 
ne passe pas de sphère. 

233. — Deux circonférences quelconques (Vun meme plan 
peuvent évidemment ne pas se couper; elles peuvent être exté- 
rieures Tune à raiitrc, ou bien la plus petite peut être complè- 
tement contenue à rintéricur de la plus grande. Si elles se 
coupent, elles ont en commun deux points au plus, puisque 
nous venons de voir que par trois points il passe une circonfé- 
rence et une seule. Enfin il résulte de ce qui précède (226) que, 
si deux circonférences se coupent en un point A, elles se coupent 
aussi au [K)int M symétrique de A par rapport à la ligne des 
centres, ou encore que si deux circonférences se coupent en deux 
points, ces deux points sont symétriques par rapport à la li;jne 
des centres. Les divers cas de figure sont représentés ci-contre 
{Jig, ni). On a supposé que le cercle de centre 0' est plus 
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petit que le cercle de centre O. Pour distinguer les divers cas, 
il suffit de remarquer que les deux circonférences ne peuvent se 
couper que si Ton peut construire un triangle OO'A dont les 
trois côtés sont : la distance des centres 00', et les deux rayons 
OA, O'A'. La condition nécessaire et suffisante pour que deux 
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cercles tT un même plan se coupent est que la distance des centres 
soit plus petite que la somme des rayons et plus grande que leur 
différence. 

Il y a des cas particuliers dans lesquels les circonférences 
{Jig. 112 ) ont un seul point commun A, qui est albrs forcé- 




Fig. 112 

ment sur la ligne des centres. La tangente AT en A est la meme 
pour les deux cercles (229). On a alors deux circonférences 
tangentes. Elles sont tangentes extérieurement dans le premier 
cas de figure, intérieurement dans le second. 

Si les deux circonférences ne sont pas dans un même plan, 
il est facile de voir qu’elles peuvent avoir deux points communs; 
dans ce cas leurs axes se rencontrent et elles peuvent être pla- 
cées sur une même sphère; elles peuvent n’avoir qu’un point 
commun, sans que la tangente aux deux circonférences en ce 
point soit forcément la même; enfin elles peuvent n'avoir aucun 
point commun. 

Le lecteur établira, par des raisonnements analogues à ceux 
qui précèdent, que deux sphères qai se coupent ont en commun 
un cercle ayant pour axe la ligne des centres. Ceci a lieu seule- 
ment si la distance des centres est plus petite que la somme des 
rayons et plus grande que leur dillérence. Enfin deux sphères 
peuvent être tangentes, le point de contact étant alors un point 
de la ligne des centres et le plan tangent étant le même en ce 
point pour les deux sphères (230). 

234. Mesure des angles. — La mesure des angles dans le 
plan (162» 189) est intimement liée à celle des arcs de circonfé- 
rence. 

Rappelons que, pour mesurer une grandeur (35), on la com^ 
pare habituellement à une autre grandeur de même espèce prise 
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pour unité, en cherchant combien de fois Tunilé ou une de scs 
subdivisions est comprise dans la grandeur à évaluer. En pra- 
tique, on prend successivement le dixième, le centième, 

d’unité et lorsque les subdivisions essayées sont assez petites, on 
admet qu’elles sont contenues un nombre exact de fois dans la 
grandeur à mesurer, même quand cela n’a pas lieu exactement. 
L’erreur commise (62) est en tous cas inférieure à la plus petite 
des subdivisions considérées. L’application de ces procédés de 
mesure à des longueurs ou à des angles est bien connue ; ils 
peuvent de même s’appliquer à des arcs d’une même circonfé- 
rence, puisque l’on peut définir l’égalité, la somme et la diffé- 
rence de tels arcs. 

Nous avons vu que des angles au centre égaux correspon- 
daient à des arcs égaux et inversement (227). Si l’on prend 
pour unité d’arc un arc ayant précisément comme angle au 

centre l’angle-unité, on voit que Tare mesuré par correspond 

à l’angle mesuré par — , l’arc mesuré par ^ à l’angle mesuré 

par — etc... On en déduit que le nombre qui exprime la me-- 

sure (P un angle au centre, ou, si ton veut, le rapport de cet angle 
à t angle-unité est égal au nombre qui exprime la mesure de tare 
intercepté par ses côtés sur la circonférence, ou encore au rap- 
port de cet arc à tare-unité, pourvu toutefois que ton ait 
grand soin de prendre comme unité d\irc tare correspondant à 
t unité d* angle (37). C’est ce que l’on traduit en pratique sous 
la forme suivante, incorrecte, mais commode : t angle au 
centre a même mesure que tare qu interceptent ses côtés. 

Si, par exemple, on prend comme unité d’angle l’angle droit, 
la circonférence tout entière donne un arc égal à 4, la demi- 
circonférence un arc égal à 2 . En grades la circonférence 
vaut 4oo^, et en degrés 36o®. On emploie encore parfois une 
-autre unité pour les arcs, et par suite pour les angles, le ra- 
<lian ( 162 ). 


A. Sainte>Laguo 
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23 &. — On appelle anyle inscrit dans une circonférence tout 
angle tel que AMB dont le sommet M est sur la circonférence 
{fig. Il 3). Ces angles ont une propriété extrêmement rcmar- 



Fig. ii3 


quabte : un angle inscrit AMB a même^ mesure 
que la moitié de tare AB qu'interceptent ses 
côtés sur la circonférence, ou, de façon plus 
précise, l’angle AMB est égal à la moitié de 
l’angle AOB. On le démontre en menant le 
diamètre MOC. L'angle au centre AOG, exté- 
rieur au triangle isocèle AOM, est égal au 
double de l’un des angles è la base AMO (219). 


De même BOG est le double de BMO. Donc leur somme AOB 


est bien le double de l’angle AMB. 

On en déduit que, pour tout point IS dç la circonférence situé 
au-dessus de AB, l’angle ANB est égal à l’angle AMB. Quand N 
vient en B, la corde BN vient suivant la tangente Bï (229) et 
l’on trouve que l’angle ABT est égal à AMB. Si l’on prend M' 
au-dessous de AB, on verra aisément que l’angle AM'B est 
constamment supplémentaire de l’angle AMB. On peut déduire 
de ces propriétés un grand nombre de conséquences, dont voici 
les plus remarquables. 

Si un angle AMB de grandeur constante picote autour de son 
sommet M, les arcs qu’il intercepte sur une circonjérence passant 
par M sont tous égaux entre eux. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un quadrilatère 
AMBM' soit inscriptible dans une circonférence est que deux 
angles opposés quelconques soient supplémentaires {2i9). 

Le lieu des points d'oà ton voit un segment de droite AB sous 
un angle AMB donné est formé de deux arcs de cercle, passant 
par K et B, symétriques par rapport à AB. Chacun de ces arcs 
est plus grand qu’une demi-circonférence si t angle AMB est 
aigu ; chacun d’eux est plus petit qu’une demi-circonférence si 
t angle AMB est obtus. L’un quelconque de ces arcs s’appelle 
parfois le segment capable de t angle donné. 

Enfin signalons une dernière application très importante : tout 
angle AMB inscrit dans une demi-circonférence est droit [fig, 1 1 4). 
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Nous avons déjà démontré cette propriété (221) lorsque nous 
avons dit que dans un triangle rectangle 
AMB on a OA = OB == OM. On peut en- 
core dire : 

Tous les rectangles AMBM' sont des qua- 
drüatères inscripliblcs. — Le lieu des points 
d’où t on voit un segment de droite AB sous 
un angle droit est la circonférence ayant ce 
segment pour diamètre. 

236. Géométrie sphérique. — On appelle ainsi la partie 
de la géométrie qui s'occupe plus spécialement des figures tracées 
sur la surface de la sphère. Nous nous bornercms à quelques 
indications très sommaires sur l’étude des figures formées par 
des cercles ou des arcs de cercles tracés sur la sphère. 

Le plus court chemin d’un point à un autre sur la surface de 
la sphère est donné par l’arc de grand 
cercle plus petit qu’une demi-circonfé- 
rence qui joint ces deux points. Prenons 
deux points V et B sur la surface d’une 
sphère et supposons qu’ils ne soient 
pas diamétralement opposés {fig. 1 15). 
Par ces deux points, il ne passe qu’un 
seul plan contenant le centre de la 
sphère et par suite qu’un seul grand 
cercle F (228). 

Soit M un point quelconque du plus petit des deux arcs de F 
qui vont de A à B. Nous allons montrer que, si l’on se donne 
un chemin quelconque, on peut trouver un chemin plus court 
passant par M. Considérons en effet les deux cercles de pôles 
A et B passant par le point M. La perpendiculaire en M au plan 
des axes des deux cercles étant tangente à chacun d’eux (229) 
on en déduit qu’ils sont complètement extérieurs l’un à l’autre. 

Décomposons maintenant le chemin arbitrairement choisi 
en trois portions numérotées i, 2 , 3, la première allant de A 
au cercle de pôle A et la dernière du cercle de pôle B à B. Sans 
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changer la longueur du chemin numéroté 1 (<), on peut, par 
une rotation convenable autour du diamètre du point A, amener 
ce chemin en i', son extrémité étant en M. On amènera de 
même le chemin 3 en 3'. On voit que le chemin ^ — 3' est 
certainement plus court que le chemin i — 2 — 3, la partie 2 
ayant été supprimée. Le même raisonnement montre que le plus 
court chemin passe par tous les points de l’arc AB. C’est donc 
cet arc. 

Cette proposition est fondamentale en géométrie sphérique ; 
elle montre que les arcs de grand cercle équivalent sur la sphère 
i\ la droite en géométrie plane (205). Ilemarquons cependant 
que par deux points du plan il ne passe jamais qu’une seule 
ligne droite, tandis que par deux points d’une sphère il passe 
un nombre illimité d’arcs de grand cercle dans le cas tout parti- 
culier où les deux points sont diamétralement opposés. 


237. — On définit un polygone sphérique de façon analogue 
à un polygone plan, les côtés étant ici des arcs de grands cercles 
moindres qu’une demi-circonférence. En chaque sommet, les 
angles d’un tel polygone sont, par définition, les angles des 
tangentes aux grands cercles qui s’y coupent. 

Les propriétés des polygones sphériques, et plus particulière- 
ment des triangles sphériques, ont déjà été 
étudiées. Prenons en effet un tel triangle ABC 
{Jig- 116 ), et considérons le trièdre dont les 
arêtes sont OA, OB, OC. Les arcs de grands 
cercles AB, BC, C.\ mesurent les angles des 
faces du trièdre et les angles A, B, C du 
triangle sphérique sont les angles rectilignes 
des dièdres OA, OB, OC. Il résulte par suite des propriétés des 
trièdres (201) divers énoncés tels que les suivants. 

Si, dans un triangle sphérique, deux côtés sont égaux, il en 



Fig. 116 


(‘) Pour être rigoureux, il faudrait définir exactement ce que l’on entend 
par longueur d’un arc de courbe ( 261 ), mais, malgré cela, la démonstra- 
tion est facile à suivre. 




CIKCONFÉllENCB ET SPHÈRE 


293 

est de même des angles opposés et inversement. En particulier, 
un trièdre trirectangle donne un triangle sphérique dont les trois 
angles sont droits et les trois côtés égaux. 

Dans un triangle sphérique, un côté est plus petit que la 
somme des deux autres. 

La somme des côtés d un triangle sphérique est inférieure à 
une circonférence de grand cercle. 

Les trièdres symétriques correspondent aux triangles sphé- 
riques symétriques. Ici, les deux grands cercles AU et AC se 
coupent à nouveau en A' diamétralement opposé à \. Les points 
B' et C' étant définis de façon analogue, le triangle A'B'C est dit 
symétrique du triangle ABC. Ils sont d’ailleurs symétriques 
par rapport au point O (319). Deux tels triangles ne sont pas 
en général superposables. 

On pourrait encore énoncer quatre cas d’égalité des triangles 
sphériques par analogie avec les cas d’égalité des trièdres (203). 

La perpendiculaire en 0 au plan OBG perce la sphère en 
deux points a, a' qui sont pôles du grand cercle BG (228). Ce 
grand cercle BG partage la sphère en deux parties et, seul, le 
pôle Cf. est dans le même hémisphère que A. Il est aisé de voir 
que le trièdre supplémentaire du trièdre OABC de sommet O 
découpe précisément sur la sphère un triangle sphérique a/Sy 
dont les sommets sont pôles des côtés du triangle ABC. 
D’ailleurs, les sommets do ABC sont pôles des côtés de a]37. 
Ces deux triangles sont dits pour cette raison polaires ou .sup- 
plémentaires. Les propriétés des triangles po- 
laires se déduisent de celles des trièdres supplé- 
mentaires (202). 

238. Cônes et cylindres de révolution. — 

Lorsqu’un point A tourne autour d’un axe zz' 

(fig. 117 ), il décrit un cercle F d’axe zz! (225). 

Si l’on fait tourner de même une courbe G 
quelconque, plane ou gauche, appelée génératrice, la surface 
qu’elle engendre s’appelle une surface de révolution d axe zz . 
Les cercles F que décrivent les divers points A de G sont les 
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paroltkles de cette surface. Toute section d^une surface de révo- 
taiion par un plan perpendiculaire à l’axe est formée d’an ou 
de plusieurs cercles de même axe. 

La section de cette surface par un plan quelconque passant 
par l’axe est une courbe C que l’on appelle méridien. Tous les 
méridiens étant superposables sont égaux et l’un quelconque 
d’entre eux peut être substitué à G pour engendrer la surface. 
Toute courbe tracée sur la surface peut d’ailleurs servir de 
courbe génératrice. 

Une sphère est une surface de révolution autour d’un quel- 
conque de ses diamètres ; les méridiens sont des grands 
cercles. 

Si le méridien est une droite A coupant z/ en O {fig- ii 8 ), 
la surface de révolution est Aiicwxc surface conique de révolution 
de sommet O. Si A' est une parallèle à Taxe, on a {fig. 119 ) 
une surface cylindrique de révolution. Dans ce dernier cas, tous 
les parallèles sont égaux, ce qui montre que le lieu géométrique 
des points de t espace situés à une distance donnée dune droite 
donnée est un cylindre de révolution ayant cette droite pour axe. 
Un cylindre coïncide donc avec luLmême par une translation 
quelconque parallèle à l’axe (213). 

Dans le cas d’un cône ou d’un cylindre, on réserve plus 
particulièrement le nom de génératrices aux droites telles 
que A. 

On appelle parfois cône droit à base circulaire ou, en abrégé, 
lorsqu 'aucune ambiguïté n’est à craindre : cône, le solide com- 
pris entre un parallèle F et la portion de surface conique qui 
s’étend de ce parallèle au sommet (271, 279). Le cercle F est 
la base du cône. On appelle de même cylindre droit à base cir- 
culaire ou, en abrégé, cylindre le solide compris entre deux 
parallèles F et F' et la surface cylindrique qui va de l’un é 
l’autre (273, 279). Les courbes F et F' sont les bases du 
cylindre. 

239. — Le plan tangent est le même en tous les points dune 
génératrice d un cône ou d’un cylindre. Nous allons montrer à la 
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fois que ce plan tangent (230) existe en chaque point M d*un cône 
(aubre que le sommet) ou d"un cylindre, et qu’il est le même 
tout le long de la génératrice A qui passe en 
ce point {fig. if8 ou 119). Soit A le point 
où A coupe un parallèle quelconque F. Pre- 
nons une courbe arbitraire passant par M et 
soit M' un point voisin sur cette courbe. Par M', 
passe une seconde génératrice A' qui coupe 
en \! le parallèle F. Le 
plan des deux droites A, A' 
contient les cordes MM' et 
AA'. A la limite, quand M' 
tend vers M et par suite A' 
vers A, ce plan, contenant la génératrice A 
la tangente A/ en A au parallèle F et la tan- 
gente MT en M à la courbe considérée, est le 
plan tangent en M, ce qui justifie bien l’énoncé. 

On déduit aisément de ceci que les nor-- 
males au cône ou au cylindre en ions les 
points d^une même (jénératrice A sont paral- 
lèles et coupent l'axe. Dans le cas du cylindre 
ces normales, qui sont perpendiculaires à Taxe, forment les 
rayons du cylindre. 

Si Ton prend un cercle de centre O {Jig- 120), une tangente 
quelconque AS à ce cercle et que l’on 
fasse tourner la figure autour d’un diamètre 
quelconque OS, le cercle engendre une 
sphère de centre 0 , la tangente AS un cône 
qui a en commun avec la sphère le parallèle 
que décrit le point A et ce parallèle seule- 
ment. On voit de plus qu’en tout point de 
ce parallèle le plan tangent est le même 
pour le cône et pour la sphère, la normale 
commune passant en 0 . On dit que le cône 
est circonscrit à la sphère tout le long d'un parallèle, ou encore 
que la sphère est inscrite dans le cône. Si l’on avait pris la tan- 
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gente en 6, tangente qui est parallèieau diamètre OS, on aurait 
eu un cylindre circonscrit à la sphère tout le long dtan parallèle. 
La sphère est inscrite dans ce cylindre. Il est d’ailleurs évident 
que toutes les sphères inscrites dans un cylindre ont mén^e rayon 
que ce cylindre. 


Exercices. — N*‘ 321, 322, 323, 324, 325, 326, 327, 328, 329» 
330, 831, 332, 833, 384, 335, 336, 337, 838, 889, 340, 341» 
842, 348, 344, 354, 368, 407,408,435,451,470. 
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RELATIONS MÉTRIQUES 


240. Segments, — Nous savons que l’on peut déAnir un^ 
point A sur une droite Ox lai) par son abscisse ÔA 
comptée à partir d’une origine Axe O, le sens positif sur l’axe 
étant Axé à l’avance (66). Il 

faut bien remarquer que ÔA ^ ‘ 

désigne un nombre positif ou « « » 

négatif, tandis que OA est un 

nombre toujours positif qui indique simplement la longueur 
du segment considéré, abstraction faite de son sens. 

Si l’on prend trois points quelconques A, H, C, il existe entre 
les segments AB, BG, CA une relation très simple connue sous 
le nom de relation de Chasles : 

AB 4- BC H- CÂ = 0 

que l’on établit aisément en examinant les divers cas de Agure. 
Ici, on remarque que cette relation peut s’écrire AB h- GA = 
— BC = CB et revient par suite à la relation arithmétique 
évidente AB ■+■ CA — CB. 

La relation de Chasles permet en particulier d’exprimer la 
longueur d’un segment AB lorsqu’on connaît les abscisses OÂ 
et OB de ses extrémités : AB = OB — OA. 

Le lecteur établira sans peine que, si un point M est le milieu 
d’un segment AB, son abscisse est la demi-somme des abscisses 

de A et B : ÜM 
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241. — Etant donnés un segment AB sur un axe et un point 
P quelconque {Jîg. 122 ), on dit que P divise AB dans le rap- 
PÀ 

f)ort = pg (37, 74). Ce rapport a, pour chaque position du 

point P, une valeur bien déter- 
^ minée, d'ailleurs indépendante 
du choix de Tunité de longueur. 
Inversement, si Ton se donne 


tJU 

R I 

Fig, 122 


.un nombre k positif ou négatif, nous allons voir qu’il n’y a qu’un 

PA 

point P de la droite tel que = = k. Cherchons l’abscisse de ce 

PB 


point P, en supposant pour simplifier que l’origine des abscisses 
^soit au point B. Posons BA =: a et ^ = x, cette dernière 
abscisse étant inconnue. On a d’après la relation de Chasles : 

PA = PB -+■ BA = — æ -h a et par suite : k = — . 

Pourvu que x ne soit pas nul, c’est-à-dire que P ne soit pas 
-en B, on peut écrire cette relation kx—-x — a et tirer x de cette 
équation du premier degré (96) : 



ce qui donne pour x une valeur parfaitement déterminée et une 
seule, quel que soit /c, sauf cependant pour k == x, valeur dont 
inous reparlerons. 

L’étude des variations de k = - , quand P décrit la droite, 

c^est-à-dire quand x varie, est facile (156), et le lecteur obtien- 
dra sans peine les résultats qu exprime le tableau suivant : 

X \ — 00 croît 0 croît a croît oo 

•à I 1 croît -hoo I — 00 croît o croît i 

Il y a une discontinuité (152) pour æ = o; on peut tracer le 
graphique de ces variations {Jig. laS) en portant en ordonnées 
•en chaque point de la droite les valeurs de k. On reconnaîtra 
dans cette courbe une hyperbole équilatère (147), si l’on prend 
•comme nouvelle origine des coordonnées le point O de Bk d’or- 
•donnée + i . 
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On voit que k est négatif pour des points P compris entre A 
et B et positif pour toute autre position de P. Au milieu M-de 
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AB on a /f = — i . Enfin, si P s’éloigne indéfiniment sur la 
droite, k tend vers une valeur limite égale à i . 


242. — Si l’on se donne seulement la valeur absolue de k, 


PA 

c’est-à-dire si l’on se borne à considérer l’égalité comme 


une égalité arithmétique, on trouve deux points P et Q {Jiff. 122 ), 

PA 

qui correspondent aux deux relations algébriques : == = /c ; 
^ = — k. On a donc : 

PA^_ QA 
PB~ giï' 


Deux tels points P et Q sont dits conjugués harmoniques par 
rapport aux points A et B. Il résulte de l’étude des variatiems 
de k, que, des deux points P et Q, il y en a toujours un et un 
seul entre A et B, et aussi que les deux points sont d’un même 
côté du milieu M de AB, 


Si l’on écrit l’égalité ci-dessus 

PA pIb âp 

= = — ^ ou encore ==== = — 

QA QB AQ 


M 
' PB 
BP 
BQ’ 


= — sous la forme 
QB 

on voit que A et B sont 
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deux points G et G' partagent les côtés AB et AB' en segments 
proportionnels, GG' est parallèle à la base BB' du triangle. 

Dans an triangle ABG, la bissectrice intérieure AD et la bis- 
sectrice extérieure AD' de T angle A partagent le côté BG en 


A 




Fig. 126 


segments proportionnels aux deux autres côtés du triangle : 
DC ~ ^ ~ lyC ’ distances étant prises en valeur absolue 


{jig. 126 ). Démontrons par exemple la première proportion ; 
menons la parallèle CE à AD, parallèle qui, comme AD, fait 
des angles égaux avec GA et BA (214). Le triangle AGE 
est par suite Lsocèle et l’on a AC = AE (197). D’autre 

part le théorème de ïhalès donne ici : = ^,ou, en rem- 
plaçant AE par AG : ^ ” A^ • démonstration 

analogue pour AD' en menant CE' parallèle à AD'. Il résulte 
de plus de ceci que les quatre points B, G ; D, D' forment une 
division harmonique. 

Donnons encore la propriété suivante : le lieu géométrique 
des points A d'un plan, dont le rapport des distances à deux 
points fixes B et G de ce plan est égal à k, est une circonférence 
dont le centre est sur BG. En effet, pour un tel point A on a 
AB 

^ = fc. Les bissectrices AD et AD' de l’angle BAG coupent 


BG en deux points D et D' qui partagent ce segment dans le 
rapport k et qui par suite sont fixes (242). Enfin, le point A 
étant tel que l’angle DAD' soit droit est sur le cercle de dia- 
mètre Diy (235). 

Si l’on considère le lieu analogue pour les points de l’espace, 
on trouve une sphère de diamètre DD'. 
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245. Homothétle. — Considérons un point 0 fixe et uo' 
point A arbitraire de l’espace {fig- *27). Prenons sur la droite 

ÔÂ' 

OA un point A' tel que l’on ait === = k, le nombre algébrique 

iJA 

k ayant une valeur fixe. Le point A' est dit homothétique àxx'goint 
A, le centre d’homothètie étant O et k le rapport (Thomothétie.. 
Si A décrit une certaine courbe F, le 
lieu du point A' est une autre courbe F' 
homothétique de la première. 

Si l’on prend un second point B et 
son homothétique B', il résulte du 
théorème de Thalès que AB et A'B' sont 
parallèles. On en déduit que l’homothétique C' de tout point C 
de AB est sur A'B', puisque A'B' et A'C' devant être parallèles- 
sont confondues (207). L' homothétique d’une droite A est une 
droite A' parallèle à la première. De même, on établira que 
r homothétique d’un plan est un plan parallèle au premier (211). 

On voit que deux angles homothétiques sont égaux, les 
côtés de ces angles étant respectivement parallèles (214) ; 
ceci est vrai qu’il s’agisse d’un angle plan, d’un angle dièdre 
ou d’un angle polyèdre. Les longueurs de deux segments 
homothétiques ne sont pas égales; nous allons montrer que 

— • A'B' 

pour deux tels segments AB et A'B' on a la relation = A:; 
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menons en effet BM parallèle à O A A'. Dans le triangle 

OB' 

A' OB', le théorème de Thalès donne -= = ==^ — k ; mais 

Am OB 


A'M est précisément égal à AB, ce qui établit l’énoncé. Nous 
avons gardé la notation algébrique, mais son emploi n’est jus- 
tifié que si l’on suppose que le sens positif est le même sur les 
deux parallèles A et A'. 

En résumé, si t on remplace une figure par son homothétique 
dans le rapport k, tous les angles sont conservés, mais toutes les^ 
distances sont multipliées par k. 
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246. — Les applications de ces propriétés sont des plus 
nombreuses. Nous allons énumerer les principales. 

La droite (jai joinl les milieux de deux côtés d'un triangle est 
égale à la moitié du côté auquel elle est parallèle, puisqu’elle est 

homotliéliquc de ce coté, dans le rapport ^ , |)ar rapport au 

sommet correspondant. On étendra aisément cette propriété au 
trapèze : la droite qui joint les milieux de deux côtés non paral- 
lèles d'un trapèze est égale à la demi-somme fies fieux côtés pa- 
rallèles. 

Im figure homothétique, dans le rapport h, d'une circonférence 
est une nouvelle circonférence située dans un plan parftllcle au 
plan de la première cl dont le rayon est égal au rayon de la 
première multiplié par k, puisque tous les points de la nouvelle 
figure sont encore à une distance constante du centre. Si le 
centre d’homothétie est dans le plan de la circonrérenco donnée, 
la circonréreiu'e homothétique est aussi dans ce plan. De même, 
la figure homothétique^ dans le rapport A*, d'une sphère est une 
autre sphère dont le rayon est égal au rayon de la première 
multiplié par k. La ligne des centres des deux sphères passe 
par le centre d’homothétie. 

Nous laissons au lecteur le soin d’établir que deux cercles 
d’un même plan ou deux sphères peuvent toujours être considé- 
rés comme homothétiques. Deux points de la ligne des centres, 
cfailleurs conjugués harmoniques par rapport à ces centres, 
peuvent servir de centre d' homothétie ou, comme l’on dit parfois, 
de centre de similitude pour les deux figures (293). 

Enfin, signalons la propriété suivante facile a justifier : si deux 
cercles sont homothétiques par rapport à un point O, une 
tangente à l'im d’eux passant par O est aussi tangente a l’autre. 

On prend parfois pour centre d’hornothétie un point remar- 
quable de la figure. C’est ainsi que la figure homothétique d’un 
cercle, ou d’une sphère, par rapport à son centre est un cercle, 
ou une sphère, concentrique. La figure homothétique d'un 
angle polyèdre par rapport à son sommet est cet angle polyèdre 
lui-même; toute section plane donne par homothétie une nou- 
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vellc section plane dans un plan parallèle. Inversement d’ailleurs, 
deux polyt/ones de section d*iin anrjle polyèdre par des plans 
parallèles sont homothéliques par rapport au sommet de cet angle. 
De iac;on analogue, tous les parallèles d'un cône (238) 
peuvent cire considérés comme homothétiques par rapport à 
son sommet, riiomolhéliquc de la surracc conique étant cette 
surface elic-nième. 


/ /! 


Fi;; 


I 


247. — Nous allons appliquer ce qui précède à la notion 
importante de faisceau harmonique. 

On dit que quatre droites con- 
coiiranles 0 (Z, Or}(/i(j. 12S) 

forment un faisceav harmonique, 
ou encore que Oa cl O^j sont con- 
jugiices harmoni(|ues par rapport à 
Oy clO(?, si la section de ces quatre 
droites par une sécante quelconque 
donne quatre points A, h,C, D en 
division hnrmoniciue (242). Nous . ' 
calions démontrer (pie, si ceci a lieu 
pour une certaine sécante, il en est 
de même pour toute autre sécante. 

Supposons que pour la sécante AIICD cette propriété ail 
lieu : menons par A une parallèle MW à Oli et montrons 

que A est le milieu de MA. segment \M est homothétique 



de lîO par rapport à C dans le rapport /.• = 4 «î’'® P®»* 

écrire — h. De mémo AN est homothétique de UO par rap- 

port C dans le rapport /,•' et par suite — //. On a 

Olî ItC) 

d'ailicnrs k - — k', puisque, par hypothèse, A, li et C.D forment 

une division harmonique, donc ou ÀM VN 

BO BO 

Pour prouver maintenant que toute autre sécante donne en 
A', IV, C', D' une division harmonique, menons par A' une 


A. Sainte-Lagtto 


30 
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parallèle M'N' à OB'. Les points M', N' étant l'espectiveracirf; 
homolliéiiquesile M, A, N par rapport au point O, le point A' 
est le milieu de M'N'. Il suflit pour achever la démonstration de 
refaire en sens inverse le raisonnenDent précédent : est ho- 

CB' 

de ïi'O dans le rapport Mais A'M' = — V'N', donc ces 
* ^ D'B' 

deux rapports sont égaux et de sens contraire et par suite 
A', IV, D' forment une division harmonique. 

I^c lecteur remarquera que, d’après la démonstration qui 
I)récèdo, si rjimlre droites forment faisceau harmonique, en les 
coupant par une parallèle à lune déliés on obtient trois points 
dont lun esl le milieu du seymenl déterminé par les autres et 
réciproquement. 

Citons, parmi les applications les plus simples des faisceaux 
harmoniques, les ])ro[)riétcs suivantes qu’il serait facile de jus- 
tifier. 

Les diat/onales d*un paral/éloqramme et les parallèles aux 
côtés menées par son centre fonnent un faisceau harmonique. 

Deux côtés \H et AG d\in trianqlc ABC, la médiane issue 
de A et la parallèle au côté BG menée par A forment un faisceau 
harmonique. 

Les deux côlés dUm angle et ses deux bissectrices forment 
un faisceau harmonique (244). 

248. Similitude. — On dit que deux figures sont semblables 
lorsqu’elles penvenl cire placées de façon à être homothétiques. 
On obtient donc toutes les figures semblables à une figure 
donnée en [Ktenanl tou tes les figures égales à ses diverses homo- 
thétiques. G"est ainsi que deux cercles quelconques de Tespace 
ou doux sphères quelconques sont des %unes semblables. Il en 
sera de même pour deux triangles équilatéraux, deux triangles 
rectangles isocèles, etc... 

Nous nous bornerons è chercher ici à quelles conditions 
simples on peut reconnaître la similitude de deux triangles. 


et A'N' est homothétique 


mothétique de B'O dans le rapport 



RELATIONS METRIQUES 


3o7 


Rappelons que, d apres des propriétés déjà établies ( 246 ), si 
deux triangles ABC, V'B'G' {fuj- 129) sont liomothéliques ou 
simplement semblables, les angles correspondants sont égaux, 
et les côtés du second s’obtiennent en multipliant les côtés 
correspondants, ou, comme Ton dit, les côtés honiohujaes du 
premier, par un même nombre A: qui est le rapport d’homothétie : 


B = IV G = C' 


A'B' _ B'C' _ C'A' 
AB “ BG CA 


ce que Ton énonce : deux trianfjles semblables onL les angles 
correspondants égaux et les cotés homologues proportionnels. 
Ces conditions sont an nombre de quatre seulement, car 
l’égalité des angles A et A', B et B' 
entraîne celle des angles C et G' ( 218 ). 

De plus, elles ne sont pas toutes indé- 
pendantes ; il suffit de s’en donner 
deux pour entraîner les deux autres. 

Nous allons démontrer en effet que : 
deux Irian^lcs MîC, A'Ii'C' sont sem- 
blables I" si deux anfjles de fiin sont 
égaux aux angles homologues de F au- 
tre : A = A' ; B = IV ; v." s'ils ont deux 
angles égaux A. — A', les côtés qui les 

■comprennent étant proportionnels : 



A'B' 


homologues sont proportionnels : 


A'C' 
"" XG = 
B'C' _ 
W “ 


Fig. lay 


3 " si les côtés 


C'X 

GA*’ 


Ces trois cas, qui s’appellent les cas de similitude des triangles, 
ae ramènent immédiatement aux trois cas d’égalité ( 198 ). En 
effet, prenons un triangle ABiC, déduit du triangle ABC par une 

A'B' 

homolhétie de centre A et de rapport k = tel que ABi soit 

■égal à A'B'. Nous allons montrer que le triangle ABiCi qui est 
homothétique à ABC est égal au triangle A'B'C'. En se repor- 
tant aux trois énoncés ci-dessus on voit en effet que 1 on a dans 
lepremier cas : AB» = A'B'; A = A'; B, — IV; dans le 
■deuxième cas : ABi = A'B' ; AG» == A' G' J A = A' et enfin dans le 
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troisième cas : AUi = A'IV ; AC, — A'C' ; BiC, = B'C'.Onrecon'-^ 
naît là les trois cas d’égalité des triangles. 

Il résulte en particulier de ceci que, si deux triangles ont les 
côtés correspondants parallèles^ ils sont semblables^ les angle»^ 
homologues étant égaux (214). 

Si les deux triangles \BÇ, A'B'C' (Jig* 129) sont rectangle» 
en A et A', on établirait, par des raisonnements analogues à 
ceux qui précèdent (200), que deux triangles rectangles ABC, 
A'IVC' sont semblables i"* s*ils ont deux angles aigus égaux 
B = B ; 2" si deux côtés de l’un sont proportionnels aux côtés: 

A'ir _ A'C' 

AB “■ ÆG ■ 

240. Relations métriques. — Oh appelle plus parliculière^ 
mcnl relations métriques en géomclrie des relations algébriques- 
dans lesquelles entrent certaines longueurs mesurées sur les 
ligures que l’on considère. Pour abréger l'écriture, on désigne- 
babituellement par des lettres les valeurs absolues des divers- 
segments de ces figures. 

Les premiers chapitres de géométrie ne contiennent que peir 
de relations métriques et celles qui s'y trouvent ne sont guère 
que des égalités ou des inégalités entre deux longueurs, c’est-à-r 
dire des relations de la forme a ~ a', ou a > 

Dès le début de ce chapitre, nous avons eu des relations fai- 
sant intervenir des rapports de longueurs ; c’est ainsi qu’en 
désignant les côtés homologues de deux triangles semblables 

a' b' c' 

par a, 6, c; a', b', c', on peut écrire : - = y- = - . Les relations 

que nous allons étudier maintenant seront de formes encore plus 
complexes, telles que «* — 6* -t- c*, etc... 

Toutes les relations entre des longueurs d'une même figure 
doivent être homogènes, c’est-à-dire que tous les termes doivent 
être de même degré, pourvu que, cependant, comme cela a tou*- 
jours lieu en pratique, aucune des longueurs mesurées ne soit 
remplacée par sa valeur numérique. Nous admettrons cette-^ 
propriété qui a une certaine importance pratique parce qu’elle- 
permet d’éviter des erreurs de calcul. 


B'C' 

homologues de l autre : 
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250. — Prenons un triangle ABC, rectangle en A et menons 
la hauteur AH (yîÿ. i3o). ÎS'ous pouvons considérer trois 
«triangles rectangles : ABC, ABU, AIIC que 
pour la clarté du raisonnement nous avons * 

représentés séparément. Ces trois triangles 
rectangles ont des angles aigus égaux : 

ABH = HAC, car ces deux angles ont le 
même complément ACB (219). Ils sont donc 
«semblables et les côtés homologues, qui ont 
reçu sur la figure les mêmes numéros, sont 
proportionnels. On obtient ainsi en comparant successivement 
les triangles ABC et ABH; ABC et ACH et enfin ABU et AllC 


A A 

Hh" 3 l 


Fig. i3o 


BC B A _ AC BC _ BA _ AC AB _ BH _ AH 
ÀB “ BII ~ AH AC “ AH IIC AC “ AH HC ’ 


On déduit en particulier de ces diverses propriétés les égalités 
arithmétiques suivantes : 

Âii* = BC .BH ou ÂC' = CB . CH 
BC . AH -r. AB . AC 
Ân'^BH.ilC. 

Posons pour abréger : BC = a ; C\ ■ 6 ; BA = c, puis 

Cil = b' ; BH = c' et enfin AH = h, on a : 

= ab' c* := ac' 

bc — ah = b'c' 

Si l’on se reporte à la définition de la moyenne géométrique de 
deux longueurs (40, 242), on voit que ces égalités peuvent 
s’énoncer : 

Un côté de l'angle droit d'un triangle rectangle est moyenne 
géométrique entre t hypoténuse entière et sa projection sur 
f hypoténuse. 

Le produit de deux côtés de F angle droit est égal au produit 
:de r hypoténuse par la hauteur. Chacun de ces produits est 
égal comme nous le verrons au double de l’aire du triangle (267). 
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Lm hauteur d’un triantfle rectangle est moyenne géométrique 
entre les deux segments qu’elle détermine sur H hypoténuse. 

251 . — On peut déduire de ccs formules divers autres énon- 
cés par des combinaisons purement algébriques. L’un des théo- 
rèmes auquel on est ainsi conduit, le théorème de Pythagore, est 
le plus important de tous ceux qui concernent les propriétés 
métriques des ligures ; il sert en particulier de base à la trigo- 
nométrie (165) et à l’étude du cercle en géométrie analytique 
(148). C’est le suivant : le carré de l’hypoténuse d’un triangle- 
rectangle est égal à la somme des carrés des deux côtés de l'angle 
droit de ce triangle (275). En elfct les équations h^ == a. b' et 
c'^ - a . c' donnent par addition b^ | - c'- = a (b' + c') ; mais 
b' -H- c' est précisément égal à a. Donc : 

62 + c-i = a\ 

Nous aurons très fréquemment l’occasion d’appliquer ce 
théorème. 11 peut s’énoncer sous une forme un peu dilVérente. 

Le carré de la diagonale i)\ d’un rectangle est égal à la somme 
des carrés de deux côtés consécutifs OB et OC ijig. i3i) 
ÔÂ* = ÔB" ÜC' , caries deux diagonales sont égales (221). 



Fig. lili Fig- 


Sous cette forme, le théorème peut être généralisé : le carré de 
la diagonale OA d’un parallélépipède rectangle est égal à ta 
somme des carrés de trois arêtes concourantes OB, OC, OD 
{jîg. iSa), ÔÂ* — OB* -+- ÔC* +- ÔD*. En effet : dans le rec- 
tangle OEAB, on a ÔA* -f- ÔË\ mais, d’autre part, dans 

le rectangle OCED, on a ÔË* = OC* -+- OD* ce qui démontre 
l’énotrcé. 

Ce théorème de Pythagore permet de calculer un cAt& 
d’un triangle rectangle connaissant les deux autres. Si, 
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par exemple, deux côtés de l’angle droit sont respectivement 
b = 4“* et c = 3^ rhj'poténuse a pour longueur a -+. y 
— ^ i6 + 9 = V^a5 = 5“. Les formules déjà données permctlenf 

J g 

également de calculer h', c' et 4; ici // ^ = S™, 20 ; 

, c* „ , 4 . c 4 • 3 , 

d l-,8o ; /* = — -5 = 2*“,4o. 

Parmi les résultats simples que Ton ])eut obtenir ainsi, signa- 
lons simplement les deux suivants : La (Ua<i(male d'un carré 
est éfjale au produit du côté par y 2 . — La diafjonalc d*un cube 
est égale au produit du côté par . 

252. — Nous donnerons encore deux autres applications du 
théorème de Pythagore en cherchant, à Taidedu calcul, les lieux 
géométriques des points M dont la somme ^ 

ou la diflérence des carrés des distances à 
deux points fixes A, B est constante et 
égale au carré d’une longueur k {/îg, i33). 

Prenons pour origine le milieu 0 de » 5 n 4 ^ 

AB, Oo? étant dirigé suivant OA. Posons 

ÔA = — ÜB=:raetsoientON= _ 

les coordonnées d’un point M du lien. Ou a : l^A— OA — OA -- 
(i — X Gt par suite AM^ — NA^ 4 - NM^ — (a — xy yK On 
trouve de même BM‘ = (a + x)‘^ 4 y'L 

Pour le premier lieu, l’égalité AM" + BM^ = k^ s’écrit : 

[(a — x)2 4 - J-] -h [(a -h x)- 4 - J*] “ /f- 
ou, en développant et simplifiant (86) : 


2a^ 4- -f~ 2j- 


que l’on peut écrire : 


k^ — 2a® 


Mais OM^ == X* 4 - y®, donc le lieu de M est un cercle ( 148 ) de 


I 

centre O et de rayon y/ 


'k — 2a® 


. Ceci suppose, bien entendu, 
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que /c* soit supérieur à 2 a 2 , sans quoi le lieu n'existe pas. Inver- 
sement, il est facile de voir que, si un point M est sur ce cercle, 
on a bien AM* -f- BM* = Donc, le lieu des points dont la somme 
des carrés des distances à deux points fixes est constant est un 
cercle ayant pour centre le milieu du segment qui joint les deux 
points. En particulier si AM* -h BM* = AB*, on verra que le 
lieu de M est précisément le cercle de diamètre AB, comme le 
théorème de P} thagore permet de le prévoir. 

Pour le deuxième lieu, on a BM* — AM* = P qui s’écrit : 

[(a xY -f- /] — [(a — a?)» + j*] = Ar* 

OU, après simplification : [\ax — k: 

X — . 

4a 

L’abscisse x — ON du point M est constante. Le lieu de M 
est une parallèle à Oy menée par N (144). Inversement, si M 
est un point de cette droite, on a BM* — AM* = k^. Le lieu des 
points dont la différence des carrés des distances à deux points 
fixes est constante est une perpendiculaire à la droite joignant 
ces points fixes. 

On pourrait présenter ces deux démonstrations sous une forme 
plus géométrique ; ce serait en particulier facile pour la dernière 
en remarquant que : 

BM* — Âm“ = (BN* -h NM*) - (ÂN* + î^*) BN * — AN* 

253. Puissances. — Menons d’un point A diverses sécantes 

à un cercle telles que ABC, A'B'C' {fid* i34). Nous allons 

montrer que les produits tels que AB . AG ou AB' . AG' sont in- 
dépendants de la sécanle considérée. 

Les deux triangles \BB', AGC', représentés à part dans le 
haut de la figure, sont semblables (248). L’angle en A est en 
effet comnïun à ces deux triangles et les angles ABB' et AG'G 
sont égaux puisqu’ils ont le même supplément B'BC, d’après 
une propriété connue du quadrilatère inscriptible (236). Donc, 
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les côtés homologues sont proportionnels, et l’on a en parlicu- 
AG VG^ 

lier : ce que Ton peut écrire : ÀB . AC \IV . \C' . 


Celle égalité, vraie en grandeur 
absolue, Test encore en signe, et 
•cela quel que soit le sens posilif 
adopté sur chaque sécante, car les 
•deux produits sont à la fois positifs 
ou négatifs. Le produit des segments 
AB, AG interceptes par un cercle 
sur une sécante quelconque ABC 
pivotant autour d*un point A donné 
est constant et s'appelle la puissance 
du point A par rapport à ce cercle. 

Cette puissance est positive quand 
négative s il est intérieur et nulle s'il est sur le cercle. 

Si l’on prend comme sécante le diamètre ABOC, on a 
AB. AG — (AO — OC) (AO OG) — AO^ — OC". La puissance 
de A est donc égale au carré de la distance au centre diminuée 
du carré du rayon : d^ — Si A est au centre du cercle, sa 
puissance est — IV. Si A étant extérieur au cercle, \T est une 
tangente au cercle (229) la puissance est comme on le vérifie 
immédiatement AT*. 

Il est d’ailleurs évident que tout ce qui précède s’étend imrné- 
•diatement à la sphère. La puissance d’un point est encore 
égale à d^ — R‘^ et, si le point est extérieur, le carré de toute 
•tangente issue de ce point à la sphère est égal à cette puissance. 



Fig. i3/i 


A est extérieur au cercle, 


254. — Le lieu géométrique des points d'égale puissance par 
rapport à deux cercles d'un même plan est une perpendiculaire 
à la ligne des centres. Soit M un point du lieu {Jig. i35) ; dési- 
gnons par d et d' ses distances OM, OM' aux centres des deux 
•cercles de rayons R et R'. Par hypothèse, on a : d'^ — R* = 
— R'^ que l’on peut écrire d^ — d'^ — IV — R'* ; on voit 
que M est tel que la différence des carres de ses distances à deux 
{)oints fixes soit constante et égale à R'** — 1V‘^. Son 
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lieu est donc une perpeiuUculaîre sur OO (252). Cettedroîle s’app- 
pelle Vaxe radical des deux cercles. Si les deux cercles se coupent, 
comme c’est ici le cas en A et B, ces deux 
points font j^artie du lieu qui contient la 
corde commune. Plus généralement, si 
un point de Taxe radical est intérieur à 
un cercle, il est intérieur à Tautre ; s’il 
est extérieur à l’un, il est extérieur à 
raulre. Tons les cercles d’un faisceau 
(232) ont même axe radical deux à deux. 

hJ/ant donnes trois cercles (T un meme plan, les axes radicaux 
des ces cercles pris deux à deux se coupent en un même point 
appelé cercle radical des trois cercles. Soient 0,0', 0'' les centres 
des trois cercles i36). Les axes 

radicaux A' des cercles 0 et 0" et A" 
des cercles 0 et 0' se coupent en un 
point C, à moins cependant que O, 

0', 0" ne soient en ligne droite, cas 
que nous laisserons de coté. Ce point 
C ayant même puissance par rapport 
à 0 et 0' d’une part, 0 et 0' d’autre 
part, a même puissance par rapport 
à 0 et 0', donc est sur leur axe radical A. Ce centre radical C 
est d’ailleurs à la fois intérieur ou cxlcrieur aux trois cercles. 

On a des propriétés de tous points analogues dans le cas des 
spliores. Il sullira de les énoncer : 

Le lieu (jeomélriqae des points dérjale puissance par rapport à 
deux sphères est un plan perpendiculaire à la liqne des centres. 
On l'appelle plan radical des deux sphères. 

Le lieu géométrique des points et égale puissance par rapport à 
trois sjdtères est une droite perpendiculaire au plan des centres. 
On l’appelle axe radical des trois sphères. Cette droite passe 
par le centre . i-adical des trois grands cercles de section des 
sphères par le plan de leurs centres. Cet ax:e radical est dans 
chacun des plans radicaux des sphères prises deux à deux. 

Etant données quatre sphères, il y a un point qui a la même 
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puissance par rapport aux quatre sphères. On l’appelle centre 
radical de ces sphères. Ce point est sur tous les plans ou axes 
radicaux des sphères prises deux à deux ou trois à trois. 


255. Cercles orthogonaux. — On dit que deux cercles sont 
orthoffonaax lorsquils se coupent à nufjlc droite c’est-à-dire 
lorsque les tangentes en un de leurs points 


communs A {fiq. 137 ) sont rectangulaires. 
Il en est par suite de môme au second 
point A' de rencontre des deux cercles, la 
ligne des centres étant un axe de symétrie 
de la figure (232). Les rayons en un de ces 
points sont aussi rectangulaires (229), et 



le triangle rectangle qu’ils forment avec la ligne des centres 


donne la relation 


= IV H- R'2 


en désignant par d la distance des centres et par R et R' les 
rayons. Inversement, si l'on a une telle relation, les deux cercles 
sont ortliogonaüx. 

Si deux des quantités d, R ou IV sont connues on détermine 
immédiatement la troisième. En particulier, il y a un cercle et 
un seul de centre donné, orthogonal à un autre cercle donné,, 
pourvu que ce centre soit extérieur au cercle donné. 

Si un cercle de rayon R est orthogonal à un cercle donné, la 
puissance de son centre par rapport à ce cercle donné est R^, et 
réciproquement. On en déduit que le lieu des centres des cercles y 
orthofjonaux à deux cercles fixes F et F' est taxe radical de ces 
cercles. Si, en effet, r est le rayon d’un tel cercle y, la puis- 
sance de son centre est la même, et égale à r®, par rapport aux 
deux cercles fixes F et F'. 

De meme, il y a en général un cercle et un seul orthogonal à 
trois cercles donnés. Il a pour centre le centre radical des trois 
cercles. 


256. Pôles et polaires. — Etant données deux droites D,. 
D' concourantes en S et un point A de leur plan^ le lien du con- 
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jugaé harmonique de k par rapport aux deux points de ren- 
■conlre li, IV des deux droites avec une sécante quelconque 
passant par V est une droite A passant par S, droite que l on 
appelle la polaire du point \ par rapport àD etD' {fig. i38). 

Si M est le conjugué harmonique de A 
par rapport à BB' (242), le faisceau des 
quatres droites SA, SM ; SB, SB' est 
un faisceau harmonique, ce qui déter- 
mine SM de façon unique. Ce théo- 
rème revient au fond à une propriété 
Fig. i38 démontrée (247). 

Il est commode de construire la droite SM par le procédé très 
simple qui suit : menons deux sécantes ABB' et AGC' ; les deux 
droites BG' et B'C se coupent en un point P de la polaire de V. 
En ell'et, le faisceau des quatre droites PA, PM; PB, PB' qui est 
un faisceau harmonique coupé par la sécante AGC' donne en N 
le conjugué harmonique de A par rapport à CG' ; P étant sur 
la droite MN qui joint les conjugués de A par rapport à BB' 
et CG' est bien sur la polaire de A. 

Etant donnés un cercle de centre O et un point A de son plan, 
le lieu du conjugué harmonique de A par rapport aux deux 
points B et B' de rencontre de ce cercle avec une sécante quel- 
conque issue de A est une droite perpendiculaire à la droite AO, 
et que t on appelle la polaire de A par 
rapport au cercle {fig. i39). Prenons 
le diamètre ACG' et une sécante quel- 
conque ABB'. D'après ce qui pré- 
cède, les conjugués harmoniques N 
et M de A par rapport aux points 
B, B' et G, G' sont sur la polaire de 
A par rapport aux deux droites SBG 
et SB'G'. Mais dans le triangle SGG', 
on voit que CB' et C'B sont deux 
hauteurs, les angles GB'G' et C'BG étant droits (236), donc 
.SMPN, polaire du point A par rapport à SBG et SB'G', passant 
par P est la troisième hauteur (224) et par suite est perpendi- 
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culaire en N à CC'. Si Ton remarque enfin que N est un point 
fixe de GC', on voit que le point M reste constamment sur une 
droite fixe. 

Réciproquement, si Ton prend un point M de cette droite, 
on verra qu’il convient au lieu, pourvu que AM coupc le cercle. 
Ceci a toujours lieu quand \ est intérieur au cercle ; quand V 
est extérieur, on peut remarquer que celte droite MN passe par 
les points de contact T et T' des deux tangentes issues de \ (287). 
Le point M doit alors se trouver entre T et T'. C’est ce seg- 
ment, appelé parfois corde des coniacls, qui, à proprement 
parler, constitue le lieu. Cependant, par extension, on dit sou- 
vent que la polaire de A est la droite ÏT' sii[)posée indéfini- 
ment prolongée. 

I^a démonstration qui précède montre comment l’on |)cnt 
construire cette polaire en traçant deux sécantes ABIV et AC(7, 
puis joignant, d’une part BC et B'C^ d’autre part BCV et B'C. 
Il n’est pas d’ailleurs indispensable que l’une des sécantes soit 
un diamètre. 

257. — Si l’on écrit la condition pour que V et N soient 
con jugués par rapport à C et C' sous la forme (242) : O V . ÔN ^ : 
(JC^ = W, on voit que le produit OA. ON reste constant. Donc, 
plus A est loin du centre, plus la polaire en est voisine et inver- 
sement; lorsque A est en C, sa polaire est la tangente en G au 
cercle, mais les points de cette tangente 
ne répondent plus à la définition rigou- 
reuse donnée plus haut. 

Toute droite a, comme on le voit, un 
pôle A et un seul situé sur la perpen- 
diculaire ON abaissée du centre sur cette 
droite et défini par : ON , ÔA = R^. 

Etant donnés un point A et sa polaire A, 
la polaire d*un point Q quelconque de A 
passe par A c/, inversement^ toute droite 
passant par \ a son pôle Q sur A {fiq* i4o). Les démonstrations 
de ces deux propositions étant à peu près identiques, nous nous 
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boriïcrons à la première. Prenons un point quelconque Q de A et 
menons par A la perpendiculaire XL sur OQ. Pour prouver que 
AL cstla polaire deQ, il sulïitd'élablir que Ton a : OL . ()Q== R*, 
Mais les triangles rectangles AOL et QON sont semblables 


(248) et donnent immédiatement 
ÔA.ON 


OA OL 

= = ^ ou ÜL . OQ 
OQ OiN 


iSous laissons au lecteur le soin d’en déduire que le cercle 
ayant comme diamètre VQ est orthogonal au cercle donné. 



Fig. i/|i 


258. Polygones réguliers. — On appelle ligne brisée régu- 
lière une ligne telle que ABCDEF (/zVy. i4i)» dont les côlés 
J. conscculirs AB, B G, CD, ... sont 

égaux ainsi que les angles consécu- 
tifs, ABC, BGD, ..., ceux-ci étant 
disposés dans le meme sens, comme 
le montre la ligure. Pour juslilier 
rcxislence de telles lignes, prenons 
un cercle quelconque V et divisons 
un arc AP de ce cercle en un nombre 
quelconque de }>arties égales, 5 par 
exemple (290). Joignons deux à deux les points de division; 
on a une ligne brisée régulière, puisqu’une rotation de la figure 
-d’un angle AOB (196) amène A eu B, B en G, G en D, etc...; 
les cotés consécutifs sont égaux ainsique les angles conséculife. 
On voit en plus que l’on peut prolonger la ligne brisée au delà 
de F en pitînant sur le meme cercle des arcs FG, GH, ... égaux 
à AB. Il résulte en outre de ceci que tous les côtés de cette 
ligne brisée sont tangents à un cercle y de centre 0 (229). Le 
rayon OP de ce cercle s’appelle Yapothème. La ligne brisée est 
dite inscrite dans le cercle F et circonscrite au cercle y. 

Inversement, toute ligne brisée régulière ABC ... estinscrip- 
tible dans le cercle F passant par trois sommets conséculife 
A, B, G, comme on le voit en faisant tourner la ligne biisée 
d’un angle AOB autour du centre 0 de ce cercle. Cette même 
ligne est circonscriptible à un cercle y. 
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On considère le plus souvent des polygones réguliers qui sont 
des lignes brisées fermées. En divisant la circonférence en n 
parties égales (290) et joignant les points de division conséculifs, 
on forme un polygone régulier de n cotés. Un tel polygone est, 
d’après ce qui précède, inscriptiblé et circonscriptible. 

259. — Etudions les polygones réguliers dont le nombre n 
de cotés a une des valeurs simples 3, 4 ou C. ^ious désignerons 
par 11 le niyon du cercle circonscrit et nous calculerons j)our 
chaque polygone le coté c et rapolheme a en fonction do 11. 

Si n = /j, le polygone ABGD est un carré (221) OV. 

AC el BD sont les diagonales. Les 'i angles XOB, BOC, COD, 
DOA sont droits. 

Le théorème de Pythagore applique au triangle AOB donne 




= U* - 4 - K*, ou c = R ^ 2 . Quant à l’apoüièmie OP, elle est 
1 ••fl ». f * R v^2 

la moitié du cote : a — - = — • 

2 2 

Les pas où = 3 ou G se traitent simultanément- Divisons 
la circonférence en 6 parties égales (290) ce qui donne un 
hexagone réiyuùer ABCDEF {JUj. i43). Les points A et D, B 
•et E, C et F sont deux à deux diamétralement opposés. En joi- 
gnant les sommets de deux en deux, on a un triangle équilaléral 
ACE ou polygone régulier de trois cotés. L’angle au centre de 

l’hexagone régulier vaut^ d’angle droit (234), ou 66’’ .jOuGo". 

Celui du triangle équilatéral est le double : ij d’angle droit, ou 
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On a, pour le côté de l’hexagone, c = R, car le triangle OAB 
est équilatéral : en effet l’angle inscrit ARE, comme Tangle inscrit 
BAD, est égal à la moitié de l’angle au centre AOE (235), c'est- 
à-dire à l’angle AOF = AOB. Quant à l’apothème OP, ^le est 
donnée par le théorème de P) thagore appliqué au triangle AOP : 



Pour le triangle équilatéral, le côté d = AC est le double de 
l'apothème AQ == OP de l’hexagone (226) : c' = U Quant 
à l’apothème OQ, c’est la moitié de OB, la hauteur AQ du 

triangle 0\B étant aussi médiane (197) : a' == ^. 

Ceux de ces résultats qu’il importe le pli]s de retenir sont les 
suivants : le coté du carré inscrit dans un cercle de rayon R est 
R v/2 ; celai du triangle équilatéral est R v/ï, celai de Hiexagone 
régulier est R. Ce dernier résultat remarquable par sa simplicité 
est d’une application fréquente en pratique. C’est ainsi que, dans 
un écrou hexagonal, la largeur d’une face est égale au rayon. 


260. — Le calcul du côté cl de l'apothème d^m polygone 
régulier de n côtés peut se faire à l'aide des tables trigonomé- 
Iriques. Si AB est le côté d’un tel polygone {fig. i/«4). l’angle 

27r 

au centre AOB vaut en radians (162) — , et dans le triangle rec- 
tangle OPA de cAtés O \ = R ; OP = a ; y\P = — — - et d’an- 
glc AOP = “ on a (179) ; 

a = R cos - 
n 

y 

c = 2R sin - • 
n 

C'est ainsi que le côté de l’heptagone régulier inscrit dans un 
cercle de rayon i est donné par c== 2 sin L’angle de ~ radians 

ou = 28^,57 donne comme sinus, en contemplant les tables 
de la fin du volume : o,434. Donc le côté est 0,868; il est 
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«ensiblement égal au demi-côté du triangle équilatéral Inscrit 
•dans le même cercle — = 0,866. 

Ces calculs ne sont possibles sans le secours des tables trigo- 
•nométriques que pour certains polygones 
jparlicnliers ; mais il est bon de remarquer 
•qu’on peut le faire pour des polygones 
•dont le nombre de côtés est aussi grand 
♦qu’on le veut. 

Il suffit, pour le prouver, de montrer 
qu’étant donné le côté AB — c d’un poly- 
gone régulier ABC ... {/Ig. i44)»on peut 
en déduire, non seulement l’apothème a 
de ce polygone, mais encore le côté c' et rapotlicme a' d’un 
polygone AMBNG ... ayant deux fois plus de côtés. 

Le théorème de Pythagore appliqué au triangle AOP donne 

.a*==ll2 — = ou 

Pour calculer c' = AM, remarquons que le triangle AMM', dont 
un côté est le diamètre MM', est rectangle en A (235), ce qui 
•donne AM =MM' . MP (250), d’où : c'* = 2II . (R — a) ou 
encore c' == v/ 2 R (R — ^j. 

La valeur de a étant connue, on calcule c' et par suite a. On 
procède de façon analogue pour le polygone ayant deux' fois 
plus de côtés que AMBNG ... et ainsi de suite. Si, par exemple, 
le polygone primitif est un hexagone régulier, on pourra calculer 
les côtés et les apothèmes des polygones réguliers ayant succes- 
sivement 12, 24, 48, 96, 192 ... côtés. 



Exercices. — N“ 96, 119, 164, 168, 170, 210, 267, 846, 846, 
847, 848, 849, 850, 851, 852, 858, 854, 855, 856, 857, 858, 859, 
360, 361, 362, 363, 364, 365, 366, 367, 368, 369, 870, 371, 372, 
373, 409, 411, 412, 413, 419, 420, 446, 447, 453, 460, 461. 


A. Sainte-Laguô. 
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CHAPITRE V 


LONGUEURS, AIRES ET VOLUMES 


261 . Longueurs. — Il est assez délicat de définir de façon 
rigoureuse la longueur d’un arc d’une courbe plane ou gauche, 
bien qu’il s’agisse là d’une notion intuitive : on imagine aisé- 
ment ([ue, si une courbe est formée d’un fil enroulé, il suflise de 
tendre c*c fil et d’en mesurer la longueur. Ceci revient au fond 
à considérer la courbe comme formée d’un très grand nombre 
de segments rectilignes qu’il suffit d’aligner bout à bout pour 
avoir la longueur totale. C’est ce qui a conduit à la définition 
suivante de la longueur d’un arc AB : considérons une ligne 
polygonale brisée dont les sommets soient 

sur l’arc considéré \M^ B (//Vy. t/|5) 

et faisons croître indéfiniment le nombre* 
des cotés de cette ligne, en même temps 
que chacun d’eux tend vers zéro; la limite 
du périmètre de la ligue brisée s’appelle la 
longueur de Varc de courbe. Cette définition 
suppose, comme on le voit, que la limite* 
existe et que, de plus, elle est indépendante de la ligne brisée 
censidîérée et de la façon dont on augmente le nombre de ses 
côtés. 

Nous admettrons que ceci a lieu pour toutes les courbes que* 
nous aurons à considérer. 
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262. — Le rapport de la longueur d'une circonférence à son 
diamètre est un nombre constant. Prenons deux circonférences 
quelconques C et C' et arnenons-les à être concentriques 
{Jig- i46)- G' est alors homothéliquc de C (246), par rapport 

OA' R' 

à son centre O, dans le rapport ^ — k. Prenons un 

polygone quelconque V inscrit dans G : 

ABG . . QA et le polygone homothétique V' 
inscrit dans G' : A'B'C/ .. Q^\ . Pes cotés 
de F' s’obtiennent en multipliant ceux 
de F par k. Son périmètre s’obtient aussi 
en multipliant celui de F par/r. Quand le 
nombre des côtés augmente indéliniment 
pour le polygone F, chaque côté tendant 
vers zéro, il en est de mémo pour le po- 
lygone homothétique F'. La limite de chaque périmètre est, 
d’après la définition oi-dessus, la longueur de la circonférence 
correspondante, et Ton voit que le rapport de ces longueurs est 

C' IV 

égal au rapport d’homolhétie • \{ y 

C (y 

écrire : jp» ou encore, en introduisant les diamètres : 

C _ C' 

2 R 2 IV * 

Ge rapport, qui a la même valeur pour toutes les circonférences, 
est désigné par la lettre grecque et Ton a par suite : =7:, 

ou : 

C = 27rR 

formule bien connue du lecteur. 

Si l’on voulait calculer eUectivement la valeur numérique 
de 7: par la méthode qui précède, ou calculerait des périmètres 
successifs de polygones inscrits F, en prenant des polygones 
régulieis, dont on double ensuite le nombre des côtés. Par 
exemple pour un cercle de diamètre i, on trouve comme péri- 
mètre de riiexagone régulier inscrit 3, ce qui donne une pre- 
mière valeur approchée de 7 : ; on en déduit (260) le périmètre 
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du dodécagone régulier inscrit 6 [\/ 2 — v/3 = 3, 12, puis succes- 
sivement des polygones de 24» 48, 96, .. côtés. Mais, malgré 
les simplifications que Ton peut apporter à celte méthode, elle 
est extrêmement pénible, si Ton veut une certaine approxima- 
tion pour la valeur de tü. Comme, d^autre part, c’est par des 
procédés differents tirés de l’analyse, que Ton a calculé effec- 
tivement celle valeur, nous nous bornerons à la donner avec 
ses premières décimales : 

TZ — 3,1415920 

En pratique, on prend 3,i4i6 ou même 3,i4 suivant les cas. 
11 est bon également de savoir par cœur la valeur de ^ : 

1 =: 0,3183098 

en pratique o,3i83, ce que Ton retient parfois à l’aide de la 
phrase « les 3 journées de i83o ». 

On a démontré qu’il était impossible de construire à la règle 
et au compas une longueur égale à tt (290). 

Cherchons, comme application, quel est l’arc de circonférence 
ou radian dont la longueur est égale au rayon (162). Deux arcs 
égaux ayant la même longueur, il y a proportionnalité entre la 
longueur d’un arc et l’angle au centre qui lui correspond (234). 
Pour un cercle de rayon 1, la longueur 271: de la circonférence 
correspond à un angle au centre de 4ooï et par suite un arc de 

longueur i correspond à un angle de = 200 . o,3i83 .. = 

63^,66 .. soit environ 63'' |. En degrés, on trouve pour le 

radian : 67” ^ environ. 

Il résulte de la définition même du radian que, si un arc a 
est mesuré en radians, sa longueur est / — Ra si le rayon du 
cercle est R . 

263. Aires. — Les notions fondamentales à'aires et d*aires 
équivalentes, comme celles de volumes et de volumes équivalents. 
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sont familières au lecteur. Cette notion d’équivalence corres- 
pondra pour nous, aussi bien dans le cas des aires que dans 
celui des volumes, à une simple égalité numérique des nombres 
de mesure, mais pas forcément à une superposition possible de 
morceaux empruntés aux deux aires ou volumes. 

On évalue une aire par comparaison avec une aire-unité. 
Toutes les aires que nous aurons à mesurer se calculent, comme 
nous le verrons, h Taide de formules dans lesquelles les lettres 
représentent certaines dimensions de la figure supposées 
connues. 

L’unité d’aire, étant en général Taire du carré construit sur 
Tunité de longueur, est dans le système CGS (51) le centimètre 
carré, et dans le système métrique (48) le mètre carré, le déci- 
mètre carré ou le centimètre carré, ... suivant les cas. 

Pour évaluer Taire d’un rectangle ABCD {/ig- J 47)» suppo- 
sons d’abord que les longueurs de ses côtés, 
mesurés avec la meme unité de longueur : 

LM = i-N soient des nombres entiers : 

AB = DG = 5^™ ; AD = BC -- 3-«. Les 
propriétés élémentaires des réseaux de pa- 
rallèles équidistantes (208) montrent que 
Ton peut diviser le rectangle en 3 X 5 
carrés identiques au carré-unité LMNP. 

L’aire de ce rectangle est donc Le 

même raisonnement montre que le déci- 
mètre carré vaut lo.io ou loo centimètres carrés, le mètre 
carré loo.ico ou loooo centimètres carrés, etc. 

Si les côtés AB et CD ne sont pas exprimés par des nombres 
entiers, supposons que Ton trouve une commune mesure entre 
AB et LM d’une part, AD et LM d autre part (36). Nous n’exa- 
minerons pas le cas où ceci n’aurait pas lieu, cas sans importance 
au point de vue pratique. Supposons que, par exemple, le 
de LM soit contenu 47 fois dans AB et que le 7 ^®® de LM soit con- 

tenu 20 fois dans AD. Les côtés AB et AD ont pour mesures ^ 


P 


L 




et , ou si l’on veut (23) : 


47-7 _ 329 
9.7 63 


et 


20 . 9 

"9^7 


180 

63 


. Si l’on 
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considère maintenant un carre dont le côté soit le 63®“® de LM, 
on voit qu'il est contenu 63.63 fois dans LMNP et 329 . i8o 

fois dans le rectangle qui a par suite comme aire = 

. Donc, dans tous les cas, faire (fun rcc- 

.6397 

tanyle esl exprimée par le prodnil des nombres qui mesurent sa 
base et sa haaleur, pourvu que f unité d'aire soit faire du carré 
construit sur f unité de lonqueiir, ou encore, sous la forme incor- 
recte, mais abrégée, que nous emploierons désormais pour les 
énoncés analogues : faire d\in rectangle est le produit de sa 
base par sa hauteur, ce que Ton peut écrire : 

S = a . /i 

en posant 

AB==a, AD nrr /i. 

De meme, faire d'un carré est le carré de son coté. 


264. — L'évaluation de Taire d’un rectangle se fait comme 
on le voit par comparaison directe avec Tairc-unité ou avec 
une de ses subdivisions. La môme méthode ne peut s’appliquer 
à une aire j)lane quelconque que de la façon indirecte qui suit. 

Considérons une aire S limitée par une courbe T et traçons 
dans le plan de cette aire deux réseaux de parallèles {fig^ i4H), 

de façon à découper le plan de cette 
courbe en un grand nombre de petits 
carrés de côté a. Considérons le po- 
lygone P formé par la juxtaposition 
de tous les carrés intérieurs à T. Si 
leur nombi-c est n, Taire de P est : 
A -- n . a^. Si maintenant, nous dimi- 
nuons de moitié Técartement a des 
parallèles, ce qui donne des carrés 4 fois plus petits, nous 
définirons de même un nouveau polygone P', non représenté 
sur la figure, polygone qui contient P à son intérieur. En 
continuant ainsi de suite indéfiniment, on a des polygones dont 
les aires successives A, A', A"... vont en croissant, au moins 




AIRES 


327 

itn général, et sont toutes inférieures à l’aire S limitée par lo 
contour F. Nous admettrons que ces aires ont une liinilc 
4gale à S. 

On aurait pu définir de façon analogue Taire S en prenant 
des réseaux de parallèles découpant le plan S non plus en petits 
oarrcs, mais en petits rectangles. 

Nous allons donner deux applications importantes de ces di- 
verses considérations : 

265 . — Si l'on projette suivant une aire s sur un plan p, une 
<iirc S prise dans an plan P, le rapport ^ des deux aires est 

constant et éi/al au cosinus de taïuflc ai(/u a des deux plans P 

P (.filJ' ï4o). Découpons le plan P en petits carrés, tels que 
vVlîGD, de coté a, par des paiallèles à Tin- 
tersection des deux plans P et />, et des 
perpendiculaires à cette intersection. Si 
par exemple le plan p est supposé liori- 
jzontal, dans le plan P les cotés de ce qua- 
drillage seront des horizontales et des lignes 
de plus grande pente ( 217 ). La projection 
de ce quadrillage sur le plan p le découpe 
•en petits rectangles tels que abcd, Lo lec- 
teur établira facilement que les côtés tels 
que ab sont parallèles aux côtés tels que AP 
des carrés du plan P et ont comme lon- 
gueur a, tandis que les côtés tels que BG 
faisant Tangle a avec leur projection ( 217 ) 
sont réduits dans le rapport cos a (179) ; 

CL cos a, et Ton a : 

aire abcd — a, a cos rx. — aire ABCD . cos a. 

Si nous considérons maintenant le polygone Q formé des 
carrés intérieurs à Taire S, et sa projection q formée par suite 
des rectangles intérieurs à Taire s, on a entre leurs aires la 
même relation : 

aire q — aire Q . cos a. 
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Si l’on diminue de plus en plus, comme nous l’avons dit',, 
l’écartement a des parallèles du plan P, on obtient une suite de- 
polygones d’aires Q, Q', Q',... projetés suivant des polygones- 
dont les aires «/, q', q",... sont respectivement les produits par 
cos a de Q, Q', Q",... Cette relation a encore lieu à la limite,, 
ce qui démontre la propriété : 

s = S cos a. 

266. — Si (leux aires planes s ei S sont limitées par des con- 

S 

tours y et r homothétiques dans le rapport k, le rapport - de ces- 
aires esl égal à /t% carré du rapport dlio- 
mothétie{Jî(j. i5o). Traçons dans les plans* 
de ces deux aires des quadrillages homo- 
thétiques (245) ; si a est le coté des carrés 
du plan de y, ka est celui des carrés du 
plan de F. Si un carré de côté a est inté- 
rieur ou extérieur à y, le carré homothé- 
tique de coté ka est aussi intérieur ou 
extérieur à F, et par suite les deux poly- 
gones q et Q. définis comme formés par 
la juxtaposition des carrés intérieurs à y 
ou à F, contiennent le même nombre de 
carrés. Les aires de ces carrés étant a^ et 
k'^a'f on voit que Ton a entre les aires q et 
Q de ces polygones la relation Q — q . k^. 

Si maintenant on diminue Técarkement a des parallèles du 
plan de s et par suite aussi récartement ka des parallèles du 
plan de S, on définira de même des polygones d'aires y, y', y",.... 
et des polygones homothétiques dont les aires Q, Q', Q",... 
seront toujours fois plus grandes. On a donc encore à la 
limite : S = 5 . 

Il est faciljô de voir que cette propriété équivaut à la suivante* 
qui est prevue intuitive : si deux aires s et S| sont équivalentes^, 
il en est de même de deux aires S et S, respectivement homoihé- 
tiques de s et s ^ dans le même rapport car il suffit de supposer 
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que Taire est un carré de côté / qui, après homothélie, de-- 
vient un carré de côté kl et par suite d aire fois plus grande. 
Nous reviendrons plus loin sur cet important résultat (276). 

267. Aires des polygones. — L évaluation des aires poly~ 
gonales se fait habituellement par des méthodes complètement 
différentes do celles que Ton emploie pour des aires quelcon- 
ques, mais, en dernière analyse, ces méthodes se ramènent 
toujours à la comparaison de Taire du polygone avec celle d’un 
rectangle. Examinons quelques cas simples. 

Si Ton divise un rectangle en deux parties égales, et par suite 
équivalentes, à Taide d’une diagonale, on voit que rairc (hin 
trianrjle rectangle est égale au demi-produit 
des deux côtés de Cangle droit. Plus géné- 
ralement, pour un triangle quelconque ABC 
de hauteur AH (ftg, i5i), les aires des trian- 
gles rectangles AHB et AlIC étant les moi- 
tiés de celles des rectangles AHBM et Al ICN, 

Taire du triangle ABC est la moitié de 
Taire du rectangle MBCN de base BC cl de hauteur MB AH. 
Donc, l aire d'an triangle est égale au demi-produit de sa base 

par sa hauteur , ce qu'exprime la formule : S =-^-\avec 

BG == a et Wl — h, On déduit de ceci qu on peut, sans changer 
taire d'un triangle, déplacer son sommet A sur une parallèle 
à la base correspondante BC. 

Il y a, dans un triangle ABC, trois hauteurs AH, BI, CJ. 
Il résulte, de ce qui précède, la relation métrique suivante entre 
ces hauteurs et les bases correspondantes : AH . BG = Bl . AC — 
CJ.VB. 

Si ABC est un triangle équilatéral (197), H est le milieu de 
BC, et l’on a AH' = AG* — HG* = a» — (j)' = , d’où 

AH = , et par suite, pour l’aire : S a. 

On a parfois besoin de connaître l’aire d’un triangle dont le& 
trois côtés ont des longueurs connues a, b, c. Elle est donnée 
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par la formule suivante que nous avons établie en trigono- 
métrie ( 182 ) : 

dans laquelle on désigne par p le denii-}îéiimètre 

•d’où l’on déduit : p — a = etc... Signalons enfin 

la formule : S = \li . \C . sin B VC ~'-bc sin A, dtÿà dé- 
montrée ( 182 ). 

268 . — On ramène l’aire d’un 2 )arallélpgramme ABCD 
iJ'ü' *'^2) ^ ^1*^8 aires de triangles, en le découpant en deux, trian- 
gles égau.v jiar la diagonale BD. L’aire de chacun d’eux étant 
AI5 . 1)11 a. h . 

- “ on voit que latre a un parallélogramme est 

é(jale au produit de sa base par sa hauleur : S = ah. On jieut 
■d ailleurs rem[i!accr un parallélogramme jiar un rectangle équi- 


m: 
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valent en le découpant en deux parties égales par la perpen- 
diculaire MOIN K la hase menée par le centre O, [juis fiiisant 
■subir au trapèze MNBG une translation ( 213 ) qui l’amène en 
M'N'AD. 

On évalue l’aire d’un trapèze ABCD ( 219 ) {fig. i.53) en le 
découpant en deu.x triangles ADB et DBG d’aires respectives 

AB . DH a .h . DG . BH' DG . DU h .h ^ 

__ __ et ^ - -- = __ . On en dé- 
duit que l’aire du trapèze est S = L'aire d'un trapèze 

est égale au demi-produit de la somme des bases par la hauteur. 
On sait d ailleurs ( 246 ) que la droite OM, qui joint les milieux 
<ie lîC et AD, est égale à la demi- somme des bases, llemar— 
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quons enfin que l’on forme un parallélogiammc d’aire doux fois 
plus grande que le trapèze ABGD en lui ajoutant le tra[)èze 
A'CBD' symétrique du premier par rapport au milieu O 
de BC (196). 

Pour évaluer l’aire d’un quadrilatère quelconque, on le décom- 
pose par une diagonale en deux triangles dont on évalue sépa- 
rément les aires. Signalons la propriété suivante lacile à élablir. 
Si l’on mène par les quatre sommets des parallèles aux diago- 
nales, on forme un parallélogramme dont les côtés sont paral- 
lèles et égaux aux diagonales (317), et dont l’aire est double de 
celle du quadrilatère. En particulier, l'aire d'au losaïuje est 
éyale au demi-produil des deux diagonales. 


269. — Pour évaluer l’aire d’un polygone, on le découpe en 
triangles par des diagonales ; mais loi-squ’il s’agit d’ar[)enter 
un champ tel que ABGDEFGHI {Jiij. i54) il vaut mieux em- 
ployer la méthode suivante. 

Prenons une des plus grandes 
diagonales AF, abaissons des 
divers sommets les perpendicu- 
laires B6, Gc, Df/, Ee, Gy, Il/t, 1/ 
sur cette diagonale, et mesurons 
les longueurs de ces perpendi- 
culaires ainsi que les longueurs 
Ab, hi, ic, .., yF. Gela revient 
au fond à noter les positions 
de chaque sommet en mesurant scs deux coordonnées (140), 
les abscisses étant comptées sur AF. 

Le polygone est ainsi décomposé en triangles et tra|)èzes dont 
on peut évaluer les aires. Si l’on remarque que l’aire du trapèze 

BfccG est égale à - -I- c’est-à-dire à la somme des 

aires des deux triangles libe et Ccb, on en déduit que l'aire totale 
du polygone est la somme des aires des triangles ABc, ôGd, 
cDe, dE¥, FG/t, (jVLi, hlA, triangles dont la loi de formalion est 
évidente. 
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Dans le cas d’un polygone régulier de n côtés : ABCD ... LA 
(Jiy. i55), on évalue son aire en remarquant que ce polygone 

est formé de n triangles isocèles tels que AOB d’aire 7 -— ^—-- • 


L’aire totale du polygone est — . Mais n . AB est le 

périmètre du polygone, et par suite, taire d'un polygone régu- 
lier est égale au demi-produit de son périmètre par son apothème. 
En appelant R le rayon OA du polygone, on a encore pour 

l’aire de chaque triangle (182) : - R'^ sin ~ et pour l’aire totale- 
nR* . 2 t: 


270. Aire du cercle. — Dans le cas particulier où l'on veut 
avoir l’aire d’un cercle, au lieu de tracer 
un quadrillage découpant le plan de ce 
cercle en petits carrés (264), il est plus 
avantageux d’inscrire dans le cercle un 
polygone régulier ABCD ... LA (258) 
{Jig. i55), et de faire croître indéfiniment 
le nombre de ses côtés ; nous admettrons 
que cette aire polygonale a une limite qui 
est faire du cercle. L’aire de chaque poly- 
gone étant le demi-produit de son périmètre par son apo- 
thème, on en déduit à la limite pour faire du cercle (262) : 

S = i . 3 i:R . R = i:R2 
2 

formule bien connue. 

Un raisonnement analogue montrerait que faire d’un 5 ec/cur 
tel que OAMBO est égale au demi-produit de l’arc AMB = a, 

mesuré en radians (262), par le carré du rayon ~ R*a. Quant à, 

faire du segment de cercle AMBA, elle s’obtient en retranchant 

1 aire - R* sin (/. du triangle OAB de faire * R*a du secteur 

OAMBO, ce qui donne ~ R" (a — sin a). 



Fig. 155 
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Si, par exemple, l’arc AB est ~ de circonférence, ABCD ... 
LA étant un dodécagone régulier, l’aire du secteur est, en sup- 

, 'IT 

posant le rayon égal à l’unité : = 0,262. L’aire du triangle 

OAB est : ^ sin ^ == j =: 0,260 (172). Enfin, Taire du segment 
AMB est 0,262 — 0,260 “ 0,012. 


271. Aires des cônes et des cylindres. — C’est par des 
procédés analogues à ceux que nous avons employés pour Taire 
du cercle que nous définirons les aires des corps ronds. Nous 
les considérerons comme limites d’aires de polyèdres convena- 
blement choisis et nous admettrons que Ton obtient les aires 
à évaluer. 

Remarquons que, de telles aires, étant considérées comme 
limites d’aires planes, on aura encore dans tous les cas Tirn- 
portante propriété (267) : deux aires s et S, homothétiques dans 

le rapport A’, sont dans un rapport y épal au carré : lâ du 


rapport d* homothétie : A. 

Dans un cône, on distingue habituellement Vaire latérale 
qui va du sommet S au cercle de base T {Ji;/. 166) et Vaire 
totale^ obtenue en ajoutant à la précédente ^ 

Taire du cercle F. I/aire latérale est con- 
sidérée comme la limite de Taire latérale 
d’une pyramide inscrite de sommet S, 
ayant comme base un polygone régulier 
ABCD ... LA inscrit dans F (258). Quand 
le nombre des côtés de ce polygone aug- 
mente indéfiniment, cette aire est égale à 11 

fois Taire d’une face SAB, soit n . , 

c’est-à-dire égale au demi-produit du périmètre de base, 11 . AB, 
par Tapothème SH. Si le nombre des côtés du polygone 
ABCD ... LA croît indéfininient, son périmètre tend vers la 
longueur 2 ttR de la circonférence F et Ton en déduit pour Taire 
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latérale du cône ; S = =îrR/. L’aire latérale d’an 

2 

cône est (h/alc an demi-produit de la circonférence de hase par 
tapoüiènu*. Quant à l'aire totale, elle est par suite : 7tR/"-f-7üR^= 
tA\{1\ -h /). 

La surface latérale crunc pyramide SABG ... peut se dé- 
rouler, ou comme l’on dit se développer, suivant une suite de 
triangles SAB, SBC, ... {fi(j- 107) formant un secteur poly- 
gonal régulier. Le périmètre ABC ... A est égal au périmètre du 
polygone de base, et Taire du secteur est Taire latérale de la 



Fig. 107 Fig. 108 


pyramide. Si le nombre des côtés du polygone de base augmente 
indéliiiimcMl, ou en déduit que la surface latérale du cône se dé- 
veloppe suivant un secteur circulaire SAMA ( //</. i58) de rayon 
SA /, Taïc AMA ayant même longueur 27rR que la circonfé- 
rence r. Si a est, en grades, Tangle AS A du secteur, on a par 

suite 2 rJ 27:R, d’où : a — 4oo | . En particulier, si le 

triangle SA A, {fuj. i5G) est équilatéral, on a / = 2R et par suite 
a -- 20()ï. Le développement a la forme d’une demi-circonfé- 
rence. 

La surface d’un cône pouvant se dérouler sur un plan^ on dit 
que c’est une surface développable, 

272. — En enlevant dans une pyramide SABCD ... A 
(y///. i56) la partie située au-dessus d’un plan A'B'C' ... A' pa- 
rallèle à la base, on forme un solide ABCD ... A^VB'C'D' ... A' 
appelé tronc de pyramide. On forme de même un tronc de cône 
en coupant un cône par un plan F' parallèle à la base. 
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L aire latérale d’un tronc de pyramide régulier est formée de 
trapèzes tous égaux. On en déduit aisément que celte aire est 
égale au demi-produit de rapothème 11 ' H par la somme des 
périmètres de base. En passant, comme précédemment, an cas 
limite du tronc de cône, on trouve ([ue laivc latérale du tronc 
de cône est éfjale au demi-^produit de la somme des circonférences 
de base par t apothème. Si 11 et IV sont les rayons de T et T' cl 


a l’apolhème AA', on a : S 


(arR f- 2 7:11') « 


R'). 


Le développement de la surface latérale du tronc de pyramide 


ABCD.. VA'B'C'D'..A' ou du tronc de cône Vï se déduit de 
façon simple du développement de la siirlacc 
latérale de la pyramide S ABC. . V ou du cône ST ; 



on trouve suivant le cas la bande polygonale 
ABC..A\'B'G'.. A' 1 ^ 7 ) ou la bande circu- 
laire AM VA'M'A' (Ji(j‘ i58). 

On calcule parfois de façon dilVérenle l’aire 
latérale du tronc de cône. Prenons un segment 
de droite AV' ( 7 / 7 . i5()) qui, en tournant autour 
d’une droite zz' de son plan (196), engendre la 
surface latérale d\m tronc de cône dont (.1 \ oi C'A' sont les 
rayons des cercles de base. L’aire latérale S est donnée j)ar la 

formule S . Si MN est la paralKMe h C\ 


Fiü 


>‘0 


passant par les milieux AV' et CC', 011 sait que (246) 

]yj]\ — - - -- -- A d’où :S = 2 7 :. MN. A V' ; raire latérale d*iin 

2 

tronc de cône est épalc au produit de la lon;jiieur de la circonfé- 
rence moyenne par F apothème. 

On peut donner encore une autre formule pour cette meme 
aire. Elevons en M la perpendiculaire à AA', perpendiculaire 
qui coupe zz' en un certain point O et abaissons d’autre part 
de \' la perpendiculaire A'B sur C V; A'B est égal à la hauteur 
CG' du tronc de cône ( 220 ). Les deux triangles rectangles V'BA 
et MNO sont semblables (248), les deux angles AA' B et N MO 
ayant leurs côtés respectivement perpendiculaires (214). On a 

par suite : FB = ^ 
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ce qni permet d’écrire l’aire latérale sous la forme : S = 
2;r.MN. A'A = arr.MO.CC'. Cette formule n’a que très peu 
d’importance pratique, mais elle nous pcririctlra plus tard de 
calculer Taire de la sphère. 

273. — Pour évaluer Taire latérale d’un cylindre (238) 
(//y. i6o), on la considère comme la limite de 

* Taire latérale d*un prisme régulier inscrit tel que 
ATiC../\ \'1VG'..A', prisme ayant pour base un 
polygone régulier dont on augmente fndéfiniment 
la nombre des côtés. Les laces latérales d’un tel 
prisme sont des rectangles égaux. Si leur nombre 
est /i. Taire latérale est /i.AB.AA'. Le périmètre 
de base étant précisément n . AB, on a Taire latérale 
en multipliant ce périmètre par la hauteur : AÆ' == 00' = h. 

En passant au cas limite du cylindre, on trouve que l'aire 
latérale d'im cylindre est cfjcile au produit de la circonférence de 
hase par la hauteur S = 27 il\h. Cette aire est deux fois plus 
grande que celle du cône de meme hase et de même apothème. 

Quant a Taire totale, on Tohlient en ajoutant à Taire latérale 
la somme des aires des cercles de hase : 2 7 tR/i -I - tA\^ -f- = 

o.n\\ (R H- h). Cette aire totale est le double de celle du cône de 
même base et de même apothème. 

La surface latérale d’un prisme régulier se développe suivant 
un rectangle de hauteur A V' avant pour base le périmètre du 
polygone ABC.. \. On en déduit que la surface latérale d’un 
cylindre se développe suivant un rectangle de hauteur AA' 
ayant une base de même longueur que la circonférence T. Le 
cylindre, comme le cône, est une surface développable. 

274. Aire de la sphère. — U aire d'une zone sphérique est 
égale au produit de la longueur de la circonférence d'an grand 
cercle par la hauteur de la zone. Prenons un cercle de centre 0 
de rayonR {fig. i6i), qui, en tournant autour de z engendre 
une sphère et deux plans CM, C'M' perpendiculaires à ce dia- 
mètre. Entre ces deux plans sc trouve une zone sphérique (228) 



Fig. iGo 
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de hauleur CC' -- /i. Nous allons montrer que l’aire de cette 
zone est égale à 2 7tU/i. 

Nous définirons Taire de cette zone de façon analogue à Taire 
latérale du cône ou du cylindre ( 271 , 273 ). Inscrivons dans 
Tare de cercle MM' qui engendre la zone 
une ligne brisée que, pour simplifier, 
nous supposerons régulière : M \ll ... M'. 

Dans le mouvement de rotation autour 
de zz' ( 196 ), les divers côtesMA, AB,... 
do cette ligne engendrent les surfaces laté- 
rales de troncs de cône de hauteurs CD, 

DE,... Le tronc de cône engendré par 
MA a comme aire ( 272 ) *xn . OF . CD, 

Tapotheme de la ligne brisée étant OF. 

En exprimant de même les aires des divers troncs de cône, on 
en déduit pour Taire totale : 27 r.OF.CD 2 7ü.O(i.DE4~ ...» 
ou, en remarquant que les apothèmes OF, OG,.. sont égales: 
27r.OF(CD^DE + ..) = 27 r.OF.CC'. 

Si maintenant, on suppose que le nombre des côtés de la ligne 
brisée augmente indéfiniment, la limite de Taire que nous ve- 
nons de définir s’appelle Taire de la zone ; on trouve ainsi, en 
remarquant que OF tend vers le rayon : S — 2 tiB . CC'. 

Pour déduire de cette formule Taire de la sphère, il suffit de 
supposer que G et C' sont en Q et Q', ce qui donne : 

S 33::=: 2 TlR . 2l\ = 4 

formule classique : Caire (Vune sphère est égale à quatre fois 
Caire d'un grand cercle de cette sphère. 

On a parfois besoin d’évaluer Taire d’une calotte sphérique, 
c’est-à-dire d'une portion de sphère située d'un même côté d’un 
plan sécant. Prenons par exemple la calotte de pôle Q, située au- 
dessous du plan CM. Elle a comme hauteur GQ et comme aire 
S = 2 7tR. GQ, ou, en remarquant que le triangle QNQ' est rec- 
tangle ( 235 ) : S — 71 • QQ' . GQ = tt . QN^ L'aire de la calotte 
sphérique découpée sur une sphère par un compas sphérique 

2 a 



A. Sainte- Lagufi. 
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(V ouverture donnée r est égale à itr^ et indépendante du rayon 
de la sphère. 


275 . Formules concernant les aires. — Nous avons déjSi 
dit que toute formule concernant des longueurs devait être 
homogène, c’est-à-dire que tous les termes devaient être du 
meme degré ( 249 ). Cette homogénéité s'étend au cas où Ton a 
des aires, comme il est facile de le constater sur toutes les for- 
mules qui précèdent, pourvu que l’on considère une aire S 
comme étant du second degré ; c’est ainsi que les formules 
S ah ; S \/p (p — a j {p — b) (p — c) ; S = f\ ;^R^ . . . sont 
liomogènes. 

Une aire se présente ainsi habituellement comme un produit 
de deux longueurs. Inversement, il est parfois avantageux de 
considérer un produit de deux longueurs comme représentant 
Taire du rectangle que Ton peut construire avec ces longueurs ; 
le carré d’une longueur comme Taire de carré ayant cette lon^ 
gueur pour côté. On peut donner ainsi de nouveaux énoncés 
pour des relations déjà établies. Par exemple, Tidenlité : 
(a -H by^ = a* -+■ 6* 2ab ( 86 ) peut s’énoncer : le carré ayant 
pour côté la somme de deux longueurs a et 6 est équivalent à 
la somme des carrés ayant pour côtés ces longueurs et de deux 
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rectangles identiques construits avec 
ces mêmes longueurs. Nous avons 
d’ailleurs déjà démontré des proposi- 
tions analogues en nous servant im- 
plicitement de la notion d’aire (6). 

De même encore les diverses rela- 
tions métriques concernant les trian- 
gles rectangles ( 250 ) peuvent s énon- 
cer ()îÿ. 162) : 

Dans un triangle rectangle ABC, 
de hauteur AH, le carré dont le côté 
est AB est équivalent au rectangle de 


côtés BC et BH ; le carré de côté AH équivaut au rectangle de 
côtés BH et CH. 
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De même encore le théorème de Pythagore( 261 ) peut s’énon- 
cer : le carré BCDE construit sur t hypoténuse est équivalent à lu 
somme des carrés ACFG et ABU construits sur les deux autres 
côtés. Il existe un grand nombre de démonstrations clas- 
siques de ce théorème basées uniquement sur la notion d’aire, 
ou même, comme la suivante que nous donnons à titre d’exemple, 
sur la décomposition des diverses aires en portions superpo- 
sables. Menons par le centre O du carré ABU des parallèles à BC 
et AH, ce qui découpe ce carré en quatre quadrilatères iden- 
tiques. D’autre part, menons par le milieu des cotés du carré 
BCDE des parallèles à AB et AC, parallèles limitées comme l’in 
dique la figure. Ce carré est décomposé en cinq parties : quatre 
quadrilatères et un carré. Nous laissons au lecteur le soin de 
vérifier que ces quatre quadrilatères sont identiques aux quatre 
quadrilatères qui forment ABU, et que le carré central ÏIjYW 
est identique au carré ACFG. 

276 . Volumes. — On mesure les volumes, comme les aires, 
en se bornant, pour les corps géométriques, a mesurer 
quelques dimensions convenablement choisies pour en déduire 
par le calcul le volume cherché. Une démonstration complète- 
ment analogue à celle qui nous a donné Taire du rectangle per- 
met d’établir que le volume d'un parallélépipède rectangle est 
•exprimé pai te même nombre que le produit des nombres qui 
mesurent ses trois dimensions, pourvu que 1 unité de volume soit 
le volume du cube construit sur f unité de longueur , ce que Ton 
•énonce sous forme abrégée : le volume d'un parallélépipède rec- 
tangle est égal au produit de sa longueur par sa largeur et sa 
hauteur. En particulier, le volume d^un cube est le cube de son 
arête ; est ainsi qu’un décimètre cube vaut 1000 centimètres 
•cubes ; un mètre cube vaut 1 000 000 de centimètres cubes, etc. . . 

Ici, comme dans le cas des aires ( 264 ), on peut évaluer un 
volume quelconque en le décomposant en petits cubes. Consi- 
dérons pour cela trois réseaux de plans parallèles équidistants 
rectangulaires deux à deux, et de même écartement a. 
L’espace est décomposé par ces plans en cubes d'arête a. Tous 
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ceux de ces cubes qui sont intérieurs au volume considéré 
forment un polyèdre de volume P égal à n.a’, en désignant 
par n le nombre de ces cubes. 

Si maintenant nous diminuons de moitié l'écarlemetit a des 
divers plans, nous formons un nouveau polyèdre de volume P', 
en général supérieur à P, mais inférieur au volume V à éva- 
luer, et ainsi de suite en diminuant chaque fois l'écartement 
des plans. Nous admettrons que ces volumes P, P' P"... tenden-l 
vers le volume Y. 

On en déduira, en particulier, en refaisant le même raisonne- 
ment que pour les aires (266) ; deux volumes v et V, homotlié- 

Y 

tûjues dans le rapport k, ont un rapport -- égal au cube : k' 

du rapport d'homothétie : k, énoncé auquel on peut donner la 
forme plus intuitive ; si deux isolâmes v et jj, sont équivalents, il 
en est de même de deux volumes Y et Yi respectivement homo- 
thétiques de V et Vi dans le même rapport k, car, si l’on suppose 
que l’i est un cube d’arête a et de volume a^ et par suite que 
V, est un cube d’arête ko. et de volume /î’a’, on voit que le 
rapport des volumes de Y et u est bien k^. 

Ces diverses propriétés concernant les aires ou les volumes 
homothétiques servent souvent en pratique. C’est ainsi que, si 
ton double les dimensions d'un corps, sa surface est multipliée 
par h et son volume par 8. S’il s’agit, pour préndre un exemple 
classique, de deux corps portés à la même température, le plus 
gros a emmagasiné 8 fois plus de calories et a une surface de 
refroidissement qui n’est que 4 fois plus grande ; il se refroidira 
donc beaucoup moins vite. C'est pour des raisons analogues qu’il 
est presque impossible de comparer le fonctionnement d’une 
machine à celui d‘un modèle réduit. 

277. Volumes des prismes et pyramides. — Le volume 
d’un parallélipipède rectangle ABCDA'B'C'D' {ftg. i63) est 
égal, comme nous l’avons vu (276), au produit AB. AD. AA'. 
En remarquant que l’aire de la base est AB .AD, on voit que le 
volume d’un parallélépipède rectangle est le produit de sa base 
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par sa hauteur. Nous allons étendre ce résultat à un prisme 
quelconque. 

Menons le plan diagonal DBIVD'; on partage ainsi le solide 
en deux autres solides identiques se déduisant Tun de l’autre par 
une symétrie d’axe 00' (196). Le 


volume du prisme droit ABDA'B'D' 
est la moitié du volume du parallé- 
lépipède, mais sa base est aussi la 
moitié de celle de ce parallélépipède, 
ce qui montre bien que son volume 
est encore le produit de sa base par 
sa hauteur. 



Fig. iCS 


Le lecteur étendra ce résultat à un prisme dont ta base est 
un triangle quelconque, car tout triangle peut être décomposé 
en deux triangles rectangles, puis è un prisme dont la base est 
un polygone quelconque, en employant des raisonnements ana- 
logues a ceux qui nous ont permis de déduire les aires de divers 
polygones de celle du triangle rectangle (267 et suivants). Le 
volume cran prisme droit à hase polycjonale est écjal au produit 
de taire de base par la hauteur : V = B4. 

Le volume d’un prisme quelconque ABC DE A'B'C'D'E' 
( fig. iG4) à base polygonale se ramène à celui du prisme droit. 

Prenons en efl’et une section droite 



Fig. iG/i 


quelconque abede et faisons subir au 
solide a6c(/eABCDE une translation 
(213) amenant Aa en k’o! et par suite 
le polygone ABCDE suivant le poly- 
gone A'B^G^D'E\ Le solide total, qui 
n’a pas changé de volume, est devenu 
un prisme droit abcdea'b'c'd'e' dont 
la base est le polygone abede et la 
hauteur aa! — AA'. Le volume et un 
prisme oblique à base polycjonale est 
écjal au produit de taire et une section 


droite par la longueur dune arête. 


On peut en déduire une autre expression utile de ce volume. 
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Remarquons que abede est la projection de Taire de base 
ABCDE sur le plan de section droite. Le rapport de ces deux 
aires est donc cos a (266), a étant Tangle des deux plans, ou, ce 
qui revient au même, Tangle des deux perpendiculaims à ces 
deux plans menées parle point A' : AA' perpendiculaire au plan 
abede et A'il perpendiculaire au plan ABCDE (214). On a donc : 
V aire abede . AA' = aire ABCDE . cos a . AA'. Mais 
AA' . cos a est précisément A'H, le triangle AA'H étant rectangle 
en H. Donc : V = aire ABCDE . A'H ; /e volume cT un prisme est 
égal au produit de sa base par sa hauteur. En particulier, le vo- 
lume d'un parallélépipède est égal au produit de sa base par sa 
hauteur sans que Ton ait besoin ici de supposer que ce parallé- 
lépipède soit rectangle. 


278. — Le volume de la pyramide triangulaire ou tétraèdre 
ne se déduit pas de façon immédiate de celui du prisme. Nous 
allons montrer que le volume V d'une telle pyramide SABÇ 
{Jig. i65) est le tiers du produit W de Taire de sa base ABC 
par sa hauteur SH. Remarquons d'abord que ce produit est le 
même quelle que soit la base choisie, car, si Ton complète le 
parallélépipède ABCNSPRQ dont AS, AB, AC sont trois arêtes. 



Fig. lOf) 



son volume est 2 . aire ABC . SH ou 2 , aire SAC . BM suivant le 
dboix de la base (277). Donc : W — aire ABC . SH = aire 
SAC . BM. 

Ced posé, considérons la pvramide SABC de volume inconnu 
\ {fuj. 166 ) et la pyramide homothétique SA'B'C' (245) que 
l’on en déduit en portant AA' = SA ; BB' = SB et CC' = SC. 
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Le rapport d'homothétie étant 2 , nous savons que le volume de 
cette seconde pyramide est 8V (276). Celte pyramide SA'B'C^D' 
peut être décomposée en quatre solides : 

I® La pyramide SABC de volume inconnu V. 

2 ® Le prisme ABGA'DF de même base ABC que la pyramide 
SABC et de meme hauteur Ail' = SH. Son volume a été dé- 
signé par W. 

3® L« pyramide BDB'E identique & SABC dont elle se déduit 
par la translation (213) qui amène SB en BB'. Son volume est V. 

/r Le prisme BDECFC' de base BDE égale h la base SAC de 
la pyramide SABC et de même hauteur BM. Son volume est W. 

En écrivant que le volume total de ces quatre solides : 

V W -f- V -h W est égal à 8V, on en déduit immédiatement 
que 3V — \\\ donc le volume V cherché est bien le tiers de W, 
ce que Ton peut énoncer : 

Le volume d'une pyramide est é(jal au tiers du produit de sa 
base par sa hauteur V = ^ Cette propriété, établie seu- 
lement pour une pyramide triangulaire, s^étend au cas d’une 
pyramide polygonale quelconque, car il suffit de la décomposer 
en pyramides triangulaires puis de faire la somme de leurs vo- 
lumes en remarquant quelles ont toutes la même hauteur. Il en 
résulte que deux pyramides de même base et de même hauteur 
sont équivohntes , 

On déduit encore de ce qui précède, par des raisonnements 
d’ailleurs assez longs, les trois propriétés suivantes que nous 
nous bornerons à énoncer : le volume (Lun tronc de pyramide à 
bases parallèles est la somme des volume^ de trois pyramides 
ayant comme hauteur commune la hautem' h du tronc et pour 
bases respectivement, la base supérieure B, la base inférieure 
b et une moyenne proportionnelle entre les deux Ixises \/Ub: 

V ^ 5 /j(B -H 6 -+-v/B6). 

Le volume limité 'dans un prisme triangulaire par un plan 
sécant quelconque, c’est-à-dire le volume (T un tronc de prisme 
triangulaire est égal a la somme des volumes de trois pyramides 
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ayant comme base commune la base inférieure et comme sommets 
les trois sommets du triangle formant la base supérieure. 

Le volume d'un solide ayant deux bases polygonales d'aires B 
et 6, situées dans des plans parallèles^ et limité latéralement par 
des faces planes, triangles ou trapèzes, est donné par la formule : 

V — Il (B + b -f- 4/5), en désignant par h la hauteur et par /3 

taire de la section du solide par un plan équidistant des deux 
plans des bases. Cel te formule, connue sous le nom* de formule 
des trois niveaux, s’applique en particulier à la pyramide, au 
tronc de pyramide, aux tas de cailloux des bords des routes, etc. 

279. Volume des corps ronds. — Du volume de la pyra- 
mide régulière on déduit, par des considérations de tous points 
analogues à celles qui nous ont servi pour les aires, le volume 
du cône ; du volume du tronc de pyramide on déduit de même 
celui du tronc de cône, etc... Il nous sullira d’énoncer les 
résultats auxquels on est ainsi conduit : 

Le volume d'un cône est égal au ticî's du produit de sa base 

par sa hauteur : V ~ ^ ixlVh. 

Le volume d'un tronc de cône est égal à la somme des volumes 
de trois cônes ayant comme hauteur commune la hauteur du 
tronCy et comme bases respectives la base supérieure, la base 
inférieure et une moyenne proportionnelle entre les deux bases : 

rAVh 4- \ \ ^ ~h (H* + 

Le iH)hime d'un cylindre est ér/al au produit de sa base par sa 
hauteur : V — nlVIi. 

Pour évaluer le volume d’une sphère, prenons un grand cercle 
de cette sphère et un polygone régulier inscrit ABC ... A', dont 
A et A' sont deux sommets diamétralement opposés {Jip. 167 ). 
Nous allons établir d’abord que le volume engendré par ce po- 
lygone régulier en tournant autour de AA' (196) est égal 
au produit de sa surface par le tiers de l’apothème. 

Considérons, en effet, le volume engendré dans ce mouvement 
de rotation par un des triangles OAB, OBC, ..., par exemple 
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OBG, et divisons en n parties égales les cercles qu*engendrent 
les points B et C ; soient B, B' ; G, G' deux sommets consécutifs 
de chaque polygone. Les n pyramides ayant pour bases des 
trapèzes tels que GG'B'B ont un volume 
total égal au tiers du produit de la somme 
de leurs bases par la hauteur de rime 
quelconque d’entre elles. H est facile de 
voir que, si le nombre n des côtés des deux 
polygones croît indéfiniment, la limite 
de la somme des volumes de ces pyra- 
mides, c’est-à-dire le volume engendré par 
BOC dans sa rotation, est égal an tiers du 
produit de la surface engendrée par BC par rapothème ÜP. En 
refaisant le meme raisonnement ])Our tous les côtés du poly- 
gone ABC ... A', on voit que le volume total est bien le tiers du 
produit delà surface engendrée j)ar ce polygone par rapothème. 

Si nous supposons maintenant que le nonibre des côtés de ce 
polygone croisse indéfiniment, et que par suite la surface en- 
gendrée tende vers celle de la sphère, on en déduit que le volume 
de la sphère est le tiers du produit de sa surface (274) par le 

rayon : V — ^ tîR». On introduit parfois dans cette 

formule le diamètre D == 2 B; elb devient alors : V — ;:1)^ 

La (( formule des trois niveaux » s’applique au volume de la 
sphère, comme il est facile de le vérifier. On démontre meme 
qu’elle s’applique encore au volume d’une portion de sphère 
limitée à deux plans parallèles. 

280. Mesure pratique des longueurs, aires et volumes. 

— On a souvent à évaluer des longueurs d’arc de courbe, ou 
•encore à mesurer des aires ou des volumes limités par des con- 
tours de formes non géométriques. Des méthodes empiriques 
peuvent seules être appliquées; nous allons Indiquer rapidement 
les plus simples de ces méthodes. 

La mesure de la longueur dW arc de courbe se fait souvent 
à l’aide d’un carvimètre, petite roulette, avec ou sans compteur 


A- 
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de tours. Ou remploie surtout daus la lecture des cartes pour 
mesurer la longueur d'une roule. 

Parfois aussi, on prend un compas ayant une ouverture fixe, 
un demi-centimètre par exemple, que Ton déplace toiit le long 
de la courbe AA' {fi^, 168), successivement en AB, BC, CD, 
/ DE. E\'. On voit ici que la lon- 

/ gueur approximative de la courbe 

y est *2 centimètres et demi. Cette 

/ \ méthode n’est précise que si l’ou- 

^ \ verture du compas est assez petite. 

* \ Il est préférable d'employer le pro- 

cédé suivant : une bande de papier 
transparent porte une droite A que 
Ton fait rouler sur la courbe ; on 
immobilise pour cela à l’aide d’une pointe fine un point de 
cette droite en A, puis on la fait tourner d’une petite quantité 
autour de A jusqu’à ce qu’elle forme en AM une petite corde 
de la courbe. On immobilise ensuite le j>oint M et on la lait 
tourner d’un petit angle jusqu’en MN et ainsi de suite, les di- 
vers points étant M, N, P, Q, B, S, A'. En pratique, on les 
prend d’autant plus rapprochées que le tracé considéré est plus 
courbé. La droite est venue en A'a et le point de A qui était 
primitivement en A est venu en a. La longueur cherchée est 
approximativement aA', soit ici 2''", 8. 


281 . — Pour la mesure des aires planes, il y a plusieurs 
méthodes employées en pratique. On peut découper la surface 
tracée sur une feuille de métal, puis la peser. On peut encore 
employer des appareils spéciaux : plaaùnètres ou intégrateurs 
que nous ne pouvons décrire ici. 

Nous avons déjà dit qu’on pouvait avoir une valeur ap- 
prochée de l’aire en la supposant tracée sur du papier qua- 
drillé (284). En pratique on prend du papier quadrillé trans- 
parent. 

D’autres méthodes sont basées sur la mtcsare des ordonnées 
(440) d’un certain nombre de points de la courbe. Nous nous 
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bornerons & donner sans les justifier les énoncés des deux prin- 
cipales. Soit à évaluer une ake telle que AA'a'l'a {fig. 169) 



Kmitée à deux parallèles Aocl AV, une perpendiculaire com- 
mune AA' et une courbe T. Posons k\' — au, et prenons les 
points M, M'; IN, iN'; P, P' deux à deux équidistants du milieu 
O de A V et définis par : 

ÔÂP = — ÔM = 0.866 . a ON^ =— ÔN = 0,422 . a 
ÔF = — OP = 0,267 . « 

et menons les ordonnées Mm, Nn, ... M'm' que l'on mesure. 
L’aire cherchée est, d’après la formule de Tehebilcheff, approxi- 
mativement égale au produit par AA' = 2a de la moyenne des 
six ordonnées c’est-à-dire du sixième de leur somme. On trouve 
. . 5(1,9 4 - a,:i -f- 2 ,i 5 -I- 1,1 -f- i.ü 5 -H i.i) om* 

ICI = . 

O 

Cette formule s’applique encore au cas où les ordonnées Aa et 
A'a' sont nulles {Jîg. 170). Dans ce cas particulier, nous donne- 



rons une autre formule, qui d’ailleurs s’étendrait au cas général 
avec de légères modifications. Divisons AA' en un nombre pair 
de parties égales, chacon des segments tels que AM étant égal 
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à h. La méthode que nous avons donnée pour une aire polygo- 
nale ( 269 ) nous donne ici, comme valeur approchée de Taire, le 
produit par h de la somme des ordonnées en assimilant le con- 
tour h un polygone. Mais il est bon d ajouter un terme cor- 
rectif ; ;|(I — P), 1 désignant la somme des ordonnées de rang 

impair (telles que Mm) et P la somme des ordonnées de rang 
pair. Ceci conduit à prendre pour Taire la formule de Simpson : 

(al “h P). On a ici : (î^*4>7 -H 4»4) ~ 

Il est d’ailleurs aisé de voir que Ton peut toujours découper 
une aire en portions auxquelles on pourra appliquer une des 
deux formules qui précèdent. 

Lorsqu’il s’agit d’aires gauches, il y a peu de méthodes pos- 
sibles. Signalons cependant la suivante qui est parfois employée, 
quoiqu’elle soit assez peu précise. On pèse le corps dont on 
veut évaluer la surface extérieure, puis on le recouvre d’une 
couche de peinture homogène et on le pèse à nouveau, La meme 
opération elléctuéc sur un corps de surface extérieure connue 
permet de se rendre compte du poids de la peinture par unité 
de surface et par suite de calculer Taire cherchée. 

L’évaluation des volumes se fait ordinairement pour les corps 
solides de forme quelconque, soit en les pesant, si leur densité 
est connue, soit en les immergeant dans un liquide dont on 
évalue le volume déplacé, ce qui peut se faire de plusieurs ma- 
nières. Pour les terrassements, déblais, remblais, tas de sable 
ou de pierres, ou emploie souvent « la formule des trois ni- 
veaux » ( 278 ). 

Les volumes des tonneaux se calculent par un assez grand 
nombre de formules empiriques. L’une des plus 

5 

simples est la suivante : V = ^ L^ en désignant 

par L la distance OA de la bonde au fond du 
tonneau {fig. 171 ), distance qui se mesure à 
Fig. 17 * Taide d’une baguette. Les tonneaux sont en 
général homothétiques les uns des autres. Leurs dimensions 
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sont proportionnelles aux suivantes : AB = i6, OP= i8; 
AC = 21 et par suite O V = 3 G environ. Pour un heclolilrc, 
on a AB = 87"". 


Exercices. — N"' 108, 109, 110, 111, 112, 211, 213, 215, 229, 
248, 249, 250, 251, 252, 253, 266, 356, 357, 359, 362, 363, 

365, 374, 375, 376, 377, 378, 379, 380, 381, 382, 383, 384, 

385, 386, 387, 388, 389, 390, 391, 392, 393, 394, 395, 396, 

397, 398, 399, 400, 401, 402, 421, 422, 423, 424, 425, 426, 

442. 



CHAPITRE VI 


CONSTRUCTIONS GRAPHIQUES 


282. Instruments de dessin. — A côté d*iine partie théo- 
rique, la plupart des branches des mathématiques comprennent 
des applications pratiques. Les plus importantes de ces applica- 
tions sont, pour rarithmétique, les calculs numériques (52 et 
suivants) et, [)our la géométrie, les constniclions graphiques 
utilisées dans toutes les branches de l’industrie. 

Ces constructions se font, comme on le sait, à l’aide d’ins- 
truments spéciaux dont les deux principaux sont la règle et le 
compas qui permettent le tracé des droites et des cercles. Leur 
usage est bien connu du lecteur ; aussi nous bornerons -nous à 
leur sujet à de très brèves indications. 

La règle, comme réquerre, est en buis ou en ébonite noire 
ou rouge. Ces instruments doivent être vérifiés avec soin et fré- 
quemment, les bords devant être rectilignes. Pour des travaux 
précis, l équerre ne doit jamais servir à mener des perpendicu- 
laires à une droite, mais seulement des parallèles à une droite 
(213). Il est commode d'ailleurs d'avoir au moins deux équerres, 
Tune allongée de l\o centimètres environ de longueur etl’autre 
plus petite « à 45'’ » de i5 centimètres environ. Il faut nettoyer 
^ssez fréquemment ces instruments en les frottant sur leur 
partie plate avec du papier de verre. 

Les compas pour être de bonne qualité doivent avoir des 
charnières d’acier ; leur fermeture doit être douce et régulière, 
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sans à-coups. La pointe fine du compas comporte en general 
un épaulement Tem pêchant de s’enfoncer trop profondément 
dans le papier. Il est commode d’ailleurs de marquer à ravance 
le point où il faut poser la pointe du compas à Taide d’une 
aiguille fine emmanchée. 

Il est bon d’avoir deux crayons, l’un dur que l’on taille à 
plat, et non pas en pointe, pour le tracé des traits de construc- 
tion, et l’autre assez mou, qui sert à mettre des lettres ou à sou- 
ligner des données ou des résultats importants avant la mise à 
l’encre. Le dessin terminé au crayon doit déjà faire image. 

Dans un dessin à l’encre de Chine, les traits, tracés avec des 
iDstrUments et non à la main, doivent être de grosseur uni- 
forme, l’encre employée étant en outre salïisamment noire. IjtB 
lignes de construction sont en généml en traits rouges fins. 
Les traits doivent être strictement limités à leur partie utile. 

283. — La précision d’une construction dépend d’un assez 
grand nombre de facteurs, tels que la grosseur des (rails, les 
irrégularités des arêtes de la règle cl de Téquerre, la finesse de 
la pointe du compas, etc... L’importance de quelques-uns 
d’entre eux varie avec l’habileté du dessinateur. C’est ainsi 
qu’un point P déterminé par l’intersection de deux droites est 
d’autant mieux connu que l’angle de ces droites est plus voisin 
d’un angle droit. Si cet angle est très aigu, les droites joignant 
ce point P à un autre point du plan seront en général très mal 
déterminées. De même encore, une diK)ite joignant deux points 
n’est tracée avec une certaine précision que si les deux points 
sont éloignés d’au moins un ou deux ccntimèties. 11 est donc 
possible, en tenant compte de ce qui précède, d’augmenter la 
précision d’un tracé par un choix convenable des constructions 
^uxiliaiies. 

Un dessinateur d’une habileté moyenne obtient approximati- 
vement pour les constructions ordinaires d’une épure la piéci- 
sion de i centième, c’est-à-dire, par exemple, que pour un dessin 
ayant comme dimensions approximatives lo centimètres sur 
lo centimètres dans sa portion utile, un point quelconque sera 
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placé à moins de i millimètre de sa position exacte. Les bons 
dessinateurs obtiendront d'ailleurs une précision beaucoup plus 
grande. 

284. — Une construction peut ordinairement être^ effectuée 
par plusieurs méthodes différentes; celles dont la justification 
comporte les raisonnements les plus courts et les plus clairs 
sont souvent celles qui nécessitent les constructions les plus 
sim[)les, mais il est facile de comprendre qu41 n’en soit pas 
toujours ainsi. En géométrie, on se préoccupe surtout de donner 
des constructions faciles à retenir, tandis qu’en fiéométrographie 
on cherche les constructions les plus rapides. En pratique, les 
tracés les plus rapides ne sont pas toujours les plus avantageux, 
car certains d’entre eux, quoique très simples comme exécution, 
sont peu naturels et ont l’inconvénient de surcharger la mé- 
moire. Vussi les constructions que nous donnerons plus loin 
no seront pas toujours les plus rapides pour résoudre le pro- 
blème donné; cependant, quand elles différeront de la conslruc- 
lion f/éométrographigne correspondante, leur complication ne 
sera pas beaucoup plus grande. 

11 existe des règles précises pour évaluer le degré de com- 
plication d’un tracé; nous ne les donnerons pas ici, nous bor- 
nant a faire remarquer que, pour une construction un peu 
longue, on peut, sans erreur sensible, prendre le nombre de 
droites on de cercles à tracer comme mesure du degré de com- 
plication de cette construction. Après chacune des constructions 
de géométrie plane qui suivent, nous mettrons ce nombre entre 
crochets en caractères gras. 

Remarquons enfin, pour terminer ces généralités, qu’un des- 
sinateur habile utilise autant que possible les constructions déjà 
faites pour simplifier celles qui restent à faire. En outre, il fait 
en même temps toutes les constructions analogues, en traçant 
par exemple tous les cercles de même rayon les uns à la suite 
des autres quand leurs centres sont connus, etc... 

285. Constructions usuelles. — Une construction fonda- 
mentale est celle qui consiste à mener par un point P une parai- 
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IHe ou une perpendiculaire à une droite donnée A. La parallèle 
se mène à Taide de l’équerre (2l3), et il suffît pour cela que la 
droite A soit donnée par deux points sans 
qu’il soit utile de la tracer [ i J. Quant i\ la 
perpendiculaire abaissée d’un point P sur 
A, on Pobtient en traçant 171^) deux 

cercles quelconques de centre A et 15 sur A, 
cercles qui se coupent en un nouveau 
point P' de la perpendiculaire cherchée 
(206, 232) [3]. La meme construction donne, comme on le 
voit, le symétrique P' d’un point P par rapport à une droite A 
(233)[«j. 

Si Ton veut élever une perpendiculaire à une droite A, en un 
point M de cette droite {Ji(j^ 173), on tracera un cercle quel- 
conque F passant par M et recoupant A 
en A. Le diamètre de A coupe J’ en un point 
P de cette perpendiculaire, puisque l’angle 
PMN est inscrit dans une demi-circonfé- 
rence (235) [îi]. Dans le cas particulier oii 
cette perpendiculaire doit passer par le 
milieu d’un segment AB de A 172), 

on trace avec A et B comme centre deux cercles de même rayon 
dont la corde commune est la perpendiculaire cherchée [s|. 
La construction du milieu d'un se(jmcnt AB résulte de ce qui 
précède [:f]. 

Les applications de cette construction sont très nombreuses. 
Pour construire un cercle quelconque passant par deux points A 
et B, on trace avec un meme rayon 
deux cercles de centre A et B se cou- 
pant en O ; le cercle de centre O ayant 
même rayon que les précédents répond à 
la question [ji]. Pour construire un cer- 
cle de diamètre donné AB, on remarque 
que son centre est le milieu de AB [4]. 

On a souvent besoin de construire la bissectrice d'an angle 
AOB {fig- 174). On décrit un cercle quelconque de centre 0, 

a3 



Fig. 174 




Fig. 17a 


A Sainte>Laguu. 
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Fig. 175 


cercle qui coupe OB et OA' en M et N. La bissectrice cherchée 
est la parallèle menée "par O à MN (214) [ #], Si Ton veut 
prendre le milieu (F un arc MP donné sur un cercle tracé, il vaut 
mieux, au lieu d’utiliser la construction précédente, élever une 
perpendiculaire au milieu de la corde MP, perpendiculaire qui 
passe au milieu de Tare (226) 1 3 ]* 

Enfin, citons encore comme construction fondamentale la sui- 
vante. Etant donnés un angle ABC et une droite Ox, mener 
en O une droite Oy telle que l angle xOy soit 
égal à V angle ABC {fig, 175 ). Deux cercles 
quelconques de même rayon, de centres O et B, 
coupent B A, BG et 0.x en P, Q et M. Il sullit 
de prendre sur le cercle de centre 0 un arc 
MA égal à Tare PQ pour avoir un point N 
de Oy | 4 |. Si l’angle ABC est donné en 
degrés ou en grades, on se sert du rapporlear, instrument peu 
précis de graduation empirique; cependant certains arcs par- 
ticuliers tels qtie 15 ’% 45“, 60 ”, 75 *% go*', peuvent être 

construits de façon [dus exacte sans le secours du rapporteur. 
Indiquons par exemple les constructions relatives aux angles 

de /iS" ou 5o^ et Go® ou (> 6 ^ Pour construire un angle de 45** 

ou 5o"^, on élève une perpendiculaire quelconque AB a Ox 
(Av* * 7 ^) porte sur cette perpendi- 

culaire AB — AO ; l’angle AOB vaut un 
demi-angle droit (219) [ 5 ]. Si l’on voulait 
cnrutruire un angle de 60 ®, on tracerait deux 
cercles de centre 0 et A de rayon OA se 
coupant en un certain point M ; l’angle MOx 
vaudrait 60 " (219) [ 3 J. 



286. — Ces diverses constructions vont nous permeltre de 
construire un triangle connaissant trois éléments convenable- 
ment choisis (183, 198). 

Pour construire un triangle dont on connaît un côté a et les 
deux angles adjacents, B elC, il suffit de mettre en place le» 
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éiéi»enis donnés f»] . Il ftii est de même pour un trianfle riwü 
m omnatt deax oàUfi a, A tl tmgic compris A fl]. Ces cons- 
tructions sont toujours possibles. 

Si Ton se donne deux côtés a, c et raïujle A opposé à tan 
denx {Jig. 177), on construit d'abord un angle x\y égal à A et 
Ton porte sur Ay une longueur AG “ è. Le sommet inconnu B 


est sur Ax, d'une part, et, d’autre 
part, sur un cercle de centre C, de 
rayon CB — a [t]. On peut avoir 
ainsi, comme dans le cas de ligure 
considéré, deux solutions donnant les 



triangles ACB et ACB' qui répondent 
à la Cfuestion. Quand l’angle A est 
aigu, on voit qu’il n*y a pas de solu- 
tions si C\i^ h est inréricur à Gïl ; 



il y en a deux si Cü est compris entre CM et GA = h ; et enfin 
une seule accc|)^lablo sï G B est pins grand que GA ( 225 ). Si 
l’angle A est dytns, on verra de même qu’il ii’y a de solution 
acceptable que si CB est supérieur à G \ . 

Si Von se donne les trois côtés a, />, c du triangle à construire, 
on prendra un segment AB “ c et l’on décrira le cercle de 
centre \ de rayon \C = 0 et le cercle de centre B de rayon 
BG ~ a qui coupe le premier au sommet C cherché [fi|. La 
construction n’est possible que si le plus grand coté est infé- 
rieur à la somme des deux autres ( 205 ). 

Pour construire un triangle rectainilc dont on connaît an côté 
de rang le droit bel 1 angle aigu adjacent C [o], 

A on les deux côtés de l'angle droit h et c ( 7 ], il 
suffit de mettre en place les données. Si l’on 
se donne un côté b et thypothénuse a {fig, 178), 
on porte sur une même droite GA = AD = b 
c A 0 et de G et D comme centres, avec pour rayon a, 
Fig 1-8 on décrit des arcs de cercle qui se coupent en 
B. Le triangle ABC est le triangle cherché [o]. 
La constroiOtioîa possible tjere si <2 est supérieur à b, 

Enffin, supposons (fm Von éonrre ftiypoîénme a et tin angle 
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adjacent C. On construit cet angle en BGA {Jîg. 178), puis on 
porte CB = a et l’on abaisse de B ainsi défini une perpendicu- 
laire BA sur CA [O]. 

287. — Les mêmes constructions fondamentales ont un grand 
nombre d’autres applications. C’est ainsi qu’elles donnent im- 
médiateinent les points remarquables d’un triangle,. Le centre 
de gravité {22^) se détermine à l’aide de deux médianes [y]. 
Le centre du cercle inscrit (206) à l’aide de deux bissec- 
trices [1 ]. Le centre de cercle circonscrit à l’aide de deux mé- 
diatrices (206), ou perpendiculaires aux milieux des côtés |a |. 
Quant à Vorthocentre (224), ,on l’obtient en construisant le 
cercle avant un côté comme diamètre, 
cercle qui coupe les deux autres côtés sui- 
vant des pieds de hauteur (235) |o]. 

Appliquons enfin ces diverses construc- 
tions au tracé des tangentes (229) à un cercle 
donné. La tangente à un cercle en un point 
A (le ce cercle {fig- 179) s'obtient en coupant 
le cercle donné en deux points B et G par 
un cercle quelconque de centre A. La tangente en A est paral- 
lèle à BG (226) [îf ]. 

Si l’on veut mener a un cercle donné F les tangentes issue» 



Fig. 179 



Fig. 1 80 

d’an point A donné et déterminer les points de contact T, T'' 
{Jig. 180), il est commode de construire les symétriques M 
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et M' (196) de O par rapport à ces tangentes, symétriques qui 
se trouvent, d’une part, sur le cercle de centre O de rayon 
OM = OM' — PQ double de celui de F et, d’autre part, sur le 
cercle de centre A et de rayon AO. Les points où les droites OM 
et OM' coupent F donnent T et T' que l’on joint à A | y |. Il y 
a deux tangentes si A est extérieur au cercle F. Le cercle de 
centre A de rayon AT est d’ailleurs orthogonal au cercle F 
donné (255, 293). 

Pour mener à un cercle F donné une tangente parallèle à une 
droite donnée, on abaisse du centre de F une perpendiculaire 
sur la droite donnée (226) ce qui détermine les points de con- 
tacts avec le cercle F des tangentes répondant a la question | 5 |. 

288. Construction de cercles. — Un cercle peut être 
tracé si Fon a son centre et son rayon. Lorsque le centre d*un 
cercle est donné, mais non son rayon, il suffit pour pouvoir le 
tracer d’en connaître un point ou une tangente. Dans ce dernier 
cas, on détermine le point de contact en abaissant du centre une 
perpendiculaire sur la tangente donnée (229) [ 4]. 

Si le rayon U est donné, mais non le centre O, on pont se 
donner en outre, pour achever de déterminer le cercle, soit deux 
points A et B, soit un point A et une tangente]), soit enfin deux 
tangentes D et A. Envisageons ces diverses hypothèses. Dans le 
premier cas on construit, avec A et B comme centres et H 
comme rayon, deux cercles qui se cou- 
pent au centre O cherché [3 J. Tl y a 
d’ailleurs deux solutions si la distance 
AB n’est pas supérieure à ait. 

Si l’on se donne un point A et une 
tangente D {fig, 18 r), le centre O cher- 
ché est d’abord sur le cercle de centre A 
de rayon R; d’autre part, il est à la 
distance 1\ de D (224). Elevons donc 
une perpendiculaire quelconque Ml^ à D, puis portons sur cette 
perpendiculaire MP == MP' = 11. Le centre O cherché est sur 
Fune des parallèles à D menées par P ou P' [y]. On voit qu’il 
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pont y «vote à» pins deux sotutieos. m’ym a pas st la dUltniee 
à Si est sspétleujie à. 2U. 

EnfiOk, sit l’on se donnc: deuK tao^nites B et à se compaat os 
(^9!. 182), on Iraee d’abacd/'eamn» 
clans le cas précédent «net paitallële^à la 
dislaoce R de B. EHe; cou|>ie A en- A' ; 
00 porte A‘ 0 ' — A'A. Le point €)• est 
un des centres cherchés, car le trian^ 
A A'O est isocèle et par sait®' O est sur 
la bissectrice de l’aïkgle en A ( 2 i(t 4 )i [■ l}. 
11 y a toujours quatre solutions. 

289. — Si /’ on ne se donne ni le centre, ni le rayon, le cercle 
sera uéannvoias délerrainé si l’on en connaît par exemple : 
i" trois points 2 ® deux points et une tangente ; 3" un point et 
deux taugentfis; 4“* Itois tangentes. Examinons ces. divers cas, 

t“-l*om: limer m cercle passant. par trois points A„ G, ou 
remarque 9 , 0 © c’est le cercle circonscrit au triangle des trois 
points et l’on sait construire son centre (287) [ft], U y a un 
cercle et un seul répondant à la question, à moins que les trois 
points ne soient eu ligne, droite. 

2 ® Cherchons a tracer un cercle passant par deux pobils A et 
B t’/ tcuiijenl à une droite donnée D ( fuj.. i:83). Le centre du cer- 



cle cherché doit se trouver sur la perpendiculaire o' au^milifiu- 
de AB ; construisons celle droite qui coupe B cri o» et jpig^ïons, 
AB, Le point de contact T cherché, est tel que C'l ’ ^ CA . GB 
(i283), ce qui montee que Gï a la môme longueur pour toutes 
les- tangentes issues de G aux divers ceneles passatMJr pan A et B,. 
Oiv construit, par exemple- CT en prenant le cercle. de centee «o-. 



t’%. iSi. 
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pfissaot par A et B et Ton cherche, comme nous ravoos dit plus 
haut, le point de contact i de la taon^nte k ce cercle issue de G. 
On rabat Cl en CT et CT' sur D. centre O du cercle tangent 
à D en T est sur la jierpcndiculaire en ce point à D (229), per- 
pendiculaire que Ton construit en la considérant comme tan- 
gente en T au cercle déjà tracé qui a G pour centre et C( pour 
rayon [il}. On construirait de même le cercle tangent m T. 
Il y a deux solutions, si A et B sont d*iin même côté de D. 
Si AB est parallèle à D, le point oii c^ coupe D est évidcmiiient 
le point de conLict de ce cercle avec D; le cercle cherché est 
aloi*s déterminé par trois points [f^j. Si AB est perjiendiculaiDe 
à D, h rayon dn cercle est la distance du milieu de AB à D f ® j. 

3" Pour tracer an cercle passant par un point A et àanpent à 
deux droites D et A, on remarque 



cercle cherché et F' un cercle homothétique par rapport au 
point G de rencontre deD et A, deux points A et A' homothéti- 
ques correspondent à des rayons OA et O' A', qui sont parallèles 
(246,293). On construit d’abord un cercle F' quelconque et l’on 
en déduit F à Taidc de la. remarque qui précède, d’ou la mar- 
che à suivre : on ti*ace la bissectrice de l’angle DGA (285) et un 
cercle quelconque y de centre sur celte bissectrice et passant en 
G cercle qui recoupe CD en T'. Le cercle de centre T' de rayon 
O'V est pris comme cercle F'.. La droite CA le coupe en A'. Il 
suffit de mener AO parallèle à A' O' pour avoir le centre O du 
cercle F cherché [y]. Il y a toujours deux solutions, comme on 
le voit, puisqu’il y a deux points de rencontre de OA avec F'. 
Si D et A sont parallèles, on remarque que le centre O clierché 
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est sqr une parallèle à D et A, que Ton construit en parlant 
d'une perpendiculaire commune à ces deux droites. On achève 
de déterminer le point O en remarquant que le rayon du cercle 
cherché est connu et qu'il passe par un point A connu [#]. 
li y a deux solutions si le point A est entre D et A. 

4® Pour tracer un cercle Langent à trois droites formant un 
triangle ABC, on remarque que le centre O d'un tel cercle est 
au point de rencontre de deux bissectrices intérieures ou exté- 
rieures (229) ; le cercle est alors déterminé par son centre et une 
tangente (288) [o]. H y a quatre cercles répondant à la ques- 
tion. Si deux des droites sont parallèles, on construira de façon 
complètement analogue l’un quelconque des deux cercles qui 
répondent à la question [o]. 

290. Constructions relatives aux arcs et aux segments. 

— Partager un arc de cercle donné en n parties égales est un 
problème qui a déjà été traité pour n — 2 (285). et qui pour n 
supérieur à 2 est impossible à la règle et au compas, sauf dans 
quelques cas très particuliers. II en est de meme du problème 
qui consiste à rectifier un arc de cercle , c’est à-dire à construire 
un segment rectiligne ayant la même longueur. Voici une solu- 
tion approximative de ce dernier problème 
er pour un arc AB (%. i85) sulTisammcut 
^ petit. On porte sur le diamètre AO une 
A longueur QP = QO = R ; la tangente en A 
est coupée en B' par PB. La longueur cher- 
chée est AB'[-l]. Cette construction, que 
nous ne justifierons pas, donne pour des 
arcs inferieurs à 6o®unc erreur relative qui n'atteint pas un cen- 
tième et par suite ne dépasse pas les erreurs dues au tracé. On 
pourrait en déduire la division de Tare AB en n parties égales, 
en prenant le de AB' en AM' (291), puis joignant PM' qui 
donne en AM l'arc cherché, mais il vaut mieux procéder par 
tàlonnements. Cependant, pour n = 3, on a une solution ap- 
proximative du problème connu sous le nom de trisection de 
(angle, en remarquant que, sans avoir d'ailleurs besoin de 
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tracer PB, il suffit de lui mener par O une parallèle qui coupe 
AB' au tiers 1 5]. 

Si Ton veut construire une valeur approchée de tt, c/csl-à -dire 
de la longueur d*unc demi-circontcrcncc V de rayon i ( 262 ) * 
( //V/. 186), au lieu de déduire cette valeur de la construction ci- 
dessus, il est plus rapide et plus exact de procéder comme il 
suit : on trace avec le même rayon 1 une circonférence dont 
le centre A est sur l\ puis une circonfcronco de centre en B 
point commun aux deux premières. Si Ton porte sur la corde 
AC ainsi délcrminée une longueur AK l)B', on a en CK une 

valeur approchée de car AG \/:\ ; \K = I)B' -- ( 259 ) 

et par suite GE -h v'îi = valeur approchée 

de à un six-centième près [ J |. 

lia ronsiruclion d'un polytjone réff aller de n edlês inscrit dans 
un cercle donné V se rattache immédiatement à la division do 
la circonférence en n parties égales et est 
par suite en général impossible. 

Pour Al - 3 , on a { /!(j. iSfi) en BB' le 
coté du triangle équilatéral inscrit, ce qui 
permet de le tracer [s]. Ec carré peut 
SC construire, avec comme côté 1 )B' ; il 
y a d’ailleurs .plusieurs méthodes per- 
Tueltanl de le tracer [ 7]- La construction 
de riicxagone inscrit est immédiate, son côté étant égal au 
rayon de T | 7 ]. 

291 . — On a souvent besoin de construire un segment x 
relie a des segments connus a, fc, c, ... par des formules telles 

quea; , a; — .p . . . x ~ a /-i ; x = a \/3 . . . ; x ; .7; = \ nb ; 

elc... Nous allons indiquer comment on procède dans les prin- 
cipaux cas. 

Si n est entier, construire x ~ revient à diviser une Ion- 

liueiir a donnée en n parties cfjnles. Si OA a (fifj. 187) est la 
longueur à diviser, on prend, sur une droite passant par Ü, 
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» divisions égales : OP* = PQ — . . . = RM. La patraJlèfe KteBée 
par P à AM donne OX = ^ (243). 


La coaslruction de a: — a n'est simple que poui> les, pre^- 
ïDières valeuEs^ entières de». Nous nous bocnexon&à faire reoararr- 
quer que la comlraciioti/ de os, = a y/a 
(Hi X — a y/:I résulte iwimédialement de 
la construction de y/iî -j- \/\i , valeur ap- 
prochée de TT (290). Si le rayon des 
cercles tracés est a {Jig. i 86 ), on a : 
DIV r~r a y / 'A f 4 |, et BB' =- a y ^5 | ^]. Ici', comme dans tous- 
les cas qui suivent, on considère la longueur x comme connue 
si l’on a deux points à la distance x, sans qu'il sort utile de les 
joindre par un trait. 



0 ^ 


Fig. 187 


QjQ 

Soit à cons fr aire une longueur x donnée par x — 5 » Chii 
trace deux droites concourantes, et l’on 
porte sur Tune d’elles : OB = />ctÜG = (‘, 
de part et d’autre de 0 , puis sur l’autre 
droite : OA — a {fig, 188 ). La parallèle 
menée par C à AB donne le point X sur 
OA tel que OX soit précisément égal à 
la longueur cherchée x (243) [«]. Si 
OC = OA, la racine construction donnerait une longueur 

Cl’- 

b 



Fîg. 188* 


X 


[»:i- 


Pour construire la moyenne proportionnelle x = \/ ab à 
deux longueurs données a et b (242), il est avantageux d’em- 
ployer la méthode suivante qui revient au fond â remplacer les 

b ^ 

longueurs a et b par au et On trace (y?^. 189 ) le cercle (fe 


centre 0 de rayon OA = OA' — a, puis on porte AB = b et 
l’on construit la perpendiculaire au milieu de AB (28B), en gar*^ 
dnnt d’ailleurs pour simplifier l’ouverture de compas AB = 6 . 
Celte perpendiculaire coupe en X le. premier cercle et Ton a 
AX =Xr car,, dans le triangle rectangle AXA', l'hypoténuse est 
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égale a 2 a cl Ta projection de AX sur cette hypoténuse a ^ 
(250). Le problème donne toujours une 
longueur x ej; une seule. [ sJ.. 

292. — Si l’on veut eon.<f/ra/rc la lon- 
gueur X donnée par une des formules 
X — \/a^ OU X — l)^ , on est 

vanaené à la construction d'un triangle: 
rectangle (25i) dont on connaît, dans h 
premier cas, les cotés de l’angle droit a 
elb„ a étant l’hypoténuse [ 5 ], et, dans 
le second cas, l’hypoténuse a et un colé b, l’autre coté élatott 
a; 1^4 |. Cette dernière constniellon; a est possible que sia* est 
Süupéileur à b. 

Nous traiterons encore le problème qui consiste, à cons traire 
deux longueurs x et y connaissant lew^ somme x-^y — a et leur 
produit xy ~ 6 ^, ou encore, leur différence x — y ~ w et leur 
produit xy = 6 ^, ce qui revient, comme on le verra aitsémtcnt,. à 
résoudre l’une ou Tautre des équations du second degré (i 10} 
Z® ± oc -f’ — O ; zh az — b^ -- o, a? et y étant les valeurs 

absolues des racines. Dans lo premier cas, où l’on se dtîwine" 
X >1“ J = a et xy — b'^, on remarque que x — y est donné; par 
(•X — j)^ = — /| 6 - (112), ce qui conduit a la construction 

suivante d"ün triangle rectangle dé côté b et d’hypolliéniise 

{ftg, 190 ). On prend un segment AA' - a et l’on porte sur la 
perpendiculaire au milieu 0 (285) de 
ce. segment Olî = b. puis, de li pour 

centre avec OA = comme ravon, on 

*4 

décrit un arc de cercle qui coupe AA'^ 
f'S- ".io en M, tel que i\IA = .» et MA' =y, car 

oï H- y = i\A' a et, {.« —rf = 4 . 0 m' ^ (2S1) [«]. 

Le problème n’est possible, que si a est supérieur à 2 /). 

Si l’on se- donne x — y — a et xy ~ ly\ oa renia rqnc. cpie 
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{x -4- yY = 4 - On construit les points A, A' et B comme 

précédemment. La longueur AA' étant égale à a et la longueur 
OB à fc, de A pour centre avec AB comme rayon, on trace 
un cercle qui coupe AA' en N et N' ; les deux solutfons sont 
O^' — x et ON=y. En effets — y= 2 . OA = a et, de plus, 
(x + y)‘^~NN * = 4 . ÀB^ = a^ 4- f\b^ [o]- Le problème est 
d'ailleurs toujours possible. 


293. Autres constructions. — Les problèmes relatifs aux 
cercles homothétiques (246), aux axes radicaux (254), aux pôles 
et polaires (266), etc... donnent naissance à un grand nombre 
de constructions dont nous ne citerons que les plus impor- 
tantes. 

Etant donnés deux cercles, on sait qu'il y a deux points de la 
ligne des centres, appelés centre cl hotnoihc lie ou de simili Inde \ 2 A 6 )^ 
tels que Tun quelconque d'entre eux étant pris comme centre, 
chacun des deux cercles se déduise de l’autre par homothétie. 
On construit aisément l’un quelconque de ces centres en traçant 
deux rayons parallèles dans les deux cercles donnés et joignant 
leurs extrémités (289); on a ainsi une droite qui passe par un 
des centres de similitude | 4]. Cette même construction permet 
de tracer une tangente commune à deux cercles, une telle tan- 
gente passant par l'un des centres de similitude (246) \^H]. 

Soit II construire le conjugué harmonie] ue d'un point A par 
rapport à un segment donné PQ {fig- 191)- On mène par P 

et Q deux parallèles et l’on porte 
sur l'une d'elles PM = PN. La 
droite AM coupe la parallèle 
passant par Q en un point R, 
tel que le faisceau des quatre 
droites RM, RP, RN, RQ soit 
harmonique (247). Donc RN 
passe au point B cherché [5]. 

La construction de laxe radical A de deux circonférences F 
et F' (254) est immédiate dans le cas où elles se coupent [i]. 
Dans le cas contraire {fig, 192), on a la direction de cet axe en 



Fig. 191 
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traçant un cercle concentrique à F coupant F', et on a un point 
de cet axe radical en coupant F et F' par un même cercle auxi- 
liaire dont les axes radicaux & et avec F et F' se coupent 
sur la droite cherchée A (254) 1 5]. 

La construction d'un cercle orthogonal à un cercle donné et 
ayant un centre donné (255) résulte, comme nous Tavons 
vu (287), de la construction des tangentes à un cercle issues 
d'un point [ft |. 




Pour construire la polaire d'un point A donné par rapport à 
un cercle F donné de centre 0 (256) (Jig, i()3), on remarque 
que si AMN et AM'N' sont deux sécantes issues de A, le point 
de rencontre de MN' et M'N est un point P de la polaire cher- 
chée. Si AM.N et AM'N' sont symétriques par rapport h AO, le 
point P est le pied de cette polaire sur AO, d’où la méthode 
employée : on trace AMN et Ton joint M au symétrique N' de N 
par rapport à OA ; par le point P ainsi déterminé on mène une 
parallèle à NN' [s]. 

294. — Nous terminerons ce qui concerne les constructions 
de géométrie plane par Fétude de quelques problèmes relatifs 
aux aires équivalentes (263). 

On peut toujours construire un carré équivalent à un polygone 
donné. Prenons, par exemple, un pentagone ABCDC (Jig. 194 ) 
et cherchons une longueur k telle que l’aire de ce polygone soit 
représentée par léK Si Ton remplace le sommet G par le point 
F de rencontre avec CD de la parallèle menée par G à AD, on 
remplace le pentagone par un quadrilatère ABCF de môme 



m 
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aine, .le* triangles ADG et ADF de même base ayant la mêoae 
hauteur (267), Ob ramène de mèmece quadrilatère au triangle 
'équivalent AliG^ en menant la |iaraUèle FG^ à BG. Pour cons~ 

truire un carré équivalent ft ce trian- 
gle qui a {)our base BG' et dont on 
sait construire la hauteur AH, on 
cherche une longueur k moyenne 
proportionnelle entre la demi-base 
et la hauteur (291). La méthode 
serait la môme pour un polygone de n côtés. Si ce polygone 
de n côtés est un polygone régulier, on cherche la moyenne 
proportionnelle (291) entre le demi-périmètre et l’apothème. 

Si le nombre des côtés de ce polygone régulier croît indéfini- 
ment, on est conduit au |)roi)lème de la guadratare du cercle : 
cofislriitre a l aide de la règle cl du compas lia carré d'aire 
équivalente à un cercle donné. On démontre qu’une telle cons- 
truction est impossible, et 1 on ne peut en donner que des solu- 
tions apiuoxirnatives ; voici l’uwc des plus simples (/ry. 196 ). On 
trace deux diamètres rectangulaires AOB et GOÜ, et l’on poii» 

OA' = OU' ^ OC' OD' -= y OA. 

4 

Le carré A'B'C'D' est Je carré cher- 
ché. Son côté est 1,768 au lieu de 
1 ,772 en prenant OA. comme unité ; 
l’écart est de un quatre-centième 
environ. On construit d’ailleurs 
A'Il'C'D' en tra(;ant le cercle de 
centre A et de rayon OA = AE. 

La corde commune aux deux cercles de centre O et A passe 
par le milieu M de AO. Le point A' est le milieu de ME [»J. 



Fig. iq". 


Exercices, — N ” 854, 255. 268, 279, 888, 408, 404, 405, 406, 
407, 408, 409, 410, 411, 418, 418, 414, 415, 416, 417, 418, 419, 
420. 421. 428, 428, 424, 485, 426, 449, 450, 452, 462, 468, 484, 
465, 466, 467. 468, 489. 
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■295. Représentation des corps. — H est impossible de re* 
présenter sur une feuille de papier d(îs corps quelconques ou de 
dessiner des constructions faites dans l’espace. 11 serait clHWcile 
de matérialiser de façon utile celles de ces constructions qui 
concernent des plans, des dièdres, des trièdres,... Aussi emj:)loic- 
t-on pour résoudre de tels problèmes des artifices qui cons- 
tituent une branche auxiliaire de la géométrie, connue sous 
le nom de géométrie descriptive. 

Les corps que l’on représente en géométrie descriptive ont 
souvent des dimensions considérables par rapport aux dimen- 
sions du dessin. Il serait impossible et d’ailleurs inutile de re- 
présenter un cuirasse, une maison, la surface de la France, le 
système solaire,... avec leurs dimensions réelles. Quelquefois au 
contraire les corps sont beaucoup trop petits, comme cela a lieu 
dans les études microscopiques de métallm-gie, de bactério- 
logie,... On suppose toujours que la figure à représenter est 
remplacée par une figure homothétique dans le rapport k, c'est- 
à-dire (246) par une figure dont les angles ont gaitlé la même 
grandeur, dont les longueurs sont multipliées par k, les sur- 
faces par k^, et les volumes par P. Ce nombre k qiii varie na- 
turellement suivant l’objet considéré s’appelle \' échelle du dessin. 

C’est ainsi que la carte de France dite « de l’Elat-Major •» 

est à l’échelle de - — : i centimètre de la carte représente 
8oo mètres du terrain ; une pièce de un soUj de diamètre 
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25“*™ (50), y couvre une longueur de 2 kilomètres ; i hectare 
de terrain y est représenté par un de centimètre carré, 

soit environ i™"** et demi, etc... 

Nous supposerons pour toutes les épures qui suivront que les 
objets représentés le sont toujours avec leur grandeur réelle. 

296. — Les méthodes employées pour représenter les corps 
sont des plus diverses : levé des plans, croquis de machine, pers- 
pective,... Nous ne nous occuperons que de la géométrie cotée 
et de la géométrie descriptive proprement dite. 

En géométrie cotée, les divers points d*une figure sont repré- 
sentés, comme nous le verrons un peu plus loin, par leurs pro- 
jections (195) sur un plan horizontal fixe, et leurs « cotes » ou 
distances à ce |)Ian ; on emploie souvent le calcul dans la 
recherche des éléments inconnus d’une figure. En géométrie 
descriptive, les points sont représentés |)ar leurs projections sur 
deux plans rectangulaires fixes, dont Tun est en général hori- 
zontal et l'autre vertical. La recherche des cléments inconnus 
de la figure sc fait toujours par des tracés géométriques et non 
par des calculs. 

La géométrie cotée sert presque exclusivement à la représen- 
tation des surfaces topographiques^ représentation qui serait 
impossible par la géométrie descriptive. Il est, en effet, facile de 
se rendre compte de la difiiculté qu’il y aurait à figurer un 
terrain par sa projection sur un plan vertical ou à dessiner à la 
môme échelle les distances horizontales comptées sur une route 
et les différences de cote des divers points de cette route, les 
premiers nombres étant de l’ordre de grandeur du kilomètre et 
les seconds de l’ordre du mètre. 

Dans ce qui suit, le lecteur ne trouvera aucune des applica- 
tions que le topographe, l’ingénieur, l’architecte,... font de 
ces diverses sciences ; nous nous bornerons uniquement à traiter 
des problèmes simples concernant la droite, le plan, le cercle et 
la sphère. Nous ne donnerons d’ailleurs que les notions les plus 
élémentaires de ces deux sciences, renvoyant le lecteur aux 
traites spéciaux pour une étude plus complète. 
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La résolution d’un problème de géométrie dans l’espace 
♦comporte deux parties. Dans la première, on cherche une solu- 
tion théorique ; nous en avons donné de nombreux exemples 
au début de la géométrie (Chap. I et II). Une telle solution est 
considérée comme terminée lorsqu’elle se ramène à des inter- 
sections de plans ou droites entre eux, ou à des intersections de 
plans ou droites avec des cercles ou sphères, ce qui conduit 
d’ailleurs en dernière analyse à des intersections dans un même 
plan d’une droite avec une droite ou d’une droite avec un cercle. 
Nous allons examiner maintenant comment on peut achever le 
problème en effectuant les constructions qu’indique la solution 
théorique. 


297. Géométrie cotée. — En géométrie cotée, un point A 
•de respace se représente par sa projection a sur un plan liori-- 
zontal fixe, pris comme plan du dessin [Juj» 19Ü). Pour achever 
la détermination de ce point, 
on se donne en outre le nom- 
bre 5 qui mesure sa cote, c’esl- 
a-dire sa distance à ce plan; 
celle cote est positive ou néga- 
tive, suivant que le point est 
au-dessus ou au-dessous du 
'plan horizontal (65) ; ce nom- 
bre 5 n’a de sens que si l'on 
fojoule au dessin, comme nous 



lavons fait, un segment de longueur i, qui indique quelle est 
Tunité de longueur choisie (ici, le demi-centimètre). Un point 
^est dit à cote ronde lorsque sa cote est un nombre entier. 

Une droite A est connue si l’on en donne deux points a de 
cote 5 et 6 de cote i . Sa projection horizontale est une droite c? 
(195). Le point de cote o, s’appelle la trace horizontale ; la dis- 
tance des projections de deux points à cotes rondes consécutives, 

«appelle V intervalle. Ici, il est donné par : ^ = 0,8. 

-Graduer une droite, c’est en marquer les points à cote ronde. 


A. Sainte>Laguü 


34 
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Par analogie avec une définition déjà donnée (145), on appelle 
pente d'une droite la tangente de fangle qu'elle fait avec le plan 
horizontal. I-»a pente est donc le rapport de la différence de cote 
de deux points quelconques B à la distance horieonlale ab 

de leurs projections; elle est ici : g™ ~ iTs “ Comme 
on le voit, la pente est Vinoerse de rinlervalle. Il est bon de re- 
marquer que plus la pente est faible, plus l'intervalle est grand, 
et inversement. Pour une horizontale la pente est nulle ; tous 
les points ont la même cote. Pour une verticale l'intervalle est 
nul ; tous les points ont la même projection horizontale. 

La distance de deux points donnés A et B, représentés en a de 
cote 5 et b décote i [Jhj. 196), se calcule par le théorème de 
Pythagorc (251). Si Ton fait tourner le plan vertical qui les 
contient autour de ah de façon à le rabattre sur le plan hori- 
zontal, A et B viennent en Ai et B; tels que «Ai = 5 et /;Bi == 1 .. 

La distance cherchée est AiBi ~ = 

y/ îi6,!î4 ~ 1 • On peut remarquer que l’angle AiBkZ, dont la 

tangente est connue, est t angle de la droite avec le plan hori- 
zontaL 

298, — Deux droites A et A' se coupent si le point m commun 
à leurs projections horizontales d et & a la même cote sur cha- 
cune d'elles i fig- 197)' C’est d'ailleurs ce qui a lieu sur la 



Fig. 197 

figure. Dans ce cas, les deux droites forment un plan. Les hori- 
zontales de ce plan sont des droites telles que ISO ou PQ, qui 
joignent les points de même cote : elles ont des projections hori- 
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zontales parallèles: /lo, /)y( 216 }, ... Quant aux perpendiculaires 
aux horizontales, qui sont les lignes de plus grande pente ( 217 ) 
du plan, elles sont également perpendiculaires à ces horizontales 
en projection horizontale. C’est ainsi que nis est Tune d’elles. 
En général, on représente un plan par une de ses lignes de plus 
grande pente que ton appelle échelle de pente, ligne que Ton 
trace avec un trait double. La pente d’une telle droite s’appelle 
la pente du plan. 

On a souvent intérêt à pouvoir dessiner avec leur grandeur 
réelle, ou comme l’on dit, en vraie grandeur les ligures tracées 
dans un plan donné, car la projection déforme ces ligures, en 
réduisant une longueur d’autant plus qu’elle fait un angle plus 
grand avec le plan horizontal. Prenons 
un plan donné par trois points a, 6, c, 
de cotes respectives 2,oet7 (/?/;. 198), et 
cherchons par exemple les cotés et les 
angles du triangle ABC des trois points. 

Si l’on gradue la droite hc, on voit que 
ad est la projection d’une horizontale du 
plan de cote 2 , et par suite que la perpen- 
diculaire abaissée de c sur ad est une ^ - ^ ' Ab, 

échelle de pente de ce plan. Faisons tour- \ 

ner ce plan autour de l’horizontale ad 

jusqu’à ce qu’il devienne horizontal ; a oi d ne changent pas, le 
point c donne un certain point Ci ; la distance de c à ab étant 2 
et la dilTérence de cote de c et de ab étant 5 , la distance de G 
à AB, ou de son rabattement Ci à ab, est : -f- 2^ — 

y/25 -H 4 = triangle acd est ainsi devenu aCid ; 

le point b vient en Bi à l’intersection de dCi et de la {parallèle 
à cCi menée par b, et par suite le triangle abc est rabattu sui- 
vant le triangle aBiGi situé dans le plan horizontal de cote 2, 
et sur lequel on peut mesurer les côtés et les angles. C’est ainsi 
que l’on a par exemple : AB = 4,9 ; BC = 8,2 et CA = 0,7. 

299 . — On vérifie immédiatement que deux droites parallèles 
ont des projections parallèles et des intervalles égaux et de même 
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MÉTHODES EN GÉOMÉTRIE 


307. Le raisonnement en Mathématiques. — Les nppli- 
calions des lliéoi ies générales des tnalliéiiiatiqucs à la résolution 
des problèmes d*algèlire, de géométrie, de mécanifpie, ... sont 
de natures Irès ditTérenU s, l.es unes, et c’est le plus grand nom- 
bre, ne domandent aucun cITort d'imention. Elles supposent 
siiiipleiiietit <pi(* IVin s esl bien .l'isirnilé le langage mathéma- 
tique et (juc Ton connaît le*' propriétés classiques concernant la 
question a étudier. 11 sullil d en faire une application correcte 
an\ données du problèine. De ce genre sont rexlraction d’une 
racine carré, la lechcrcbe de la drii\<Æ d’une fonction donnée,.. 

seul écueil a éviter tlans cctlc catégorie de problèmes, c'est 
une erreur d'inlerpréUition sur les mots employés. 11 est imits- 
{^ensable tbavoir toujours présent à la mémoire le sens rigoureux 
des termes techniques et d’étre prêt h cliaque instant à m subsli- 
tuer h dijinilhn <f Ai place 4a défiai », (Test là une règle des 
plus iiii|H»rlantes qui {lerniet d’éviter bien des erreurs gra\cs. Il 
ne faut [>as se dissimuler cejxuulant que certaines parties des 
niatbéiiiatù|ues. telles <|uc la trigonométrie ou la géométrie des- 
criptive, deriiaiident iiii long apprentissage. On n’arrive que jieu 
à {leu à se familiariser avec les nombreuses rortini les cuncernani 
les lignes irigonométrifjues ou avec la représentation des figures 
de resjiace j»ar leurs projections sur deux plans donnés. 

D*aitlres questions sont plus compliquées, et Ton ne voit pan 
au premier alnuxl quelle est la tiiarclicà suivre. Bien que de tels 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 378 

en un point m de cote 5. On cherche de même un second point 
n de cote 6 de l’intersection, ce qui suffit à la déterminer. 

Si les horizontales des deux plans sont presque parallèles, 
pour avoir des constructions ne 
sortant pas des limites de l’épure, 
on a avantage à couper les deux 
plans P et P' par un troisième P" 
arbitrairement choisi, que Ton se 
donne par deux horizontales. Le 
point commun à son intersection 
avec P d*une part et P' d’autre 
part donne un point de la droite 
commune à P et P'. 

Si les horizontales des deux plans sont parallèles, leur inter- 
section est une horizontale & per- 
pendiculaire en projection sur les 
lignes de plus grande pente A 
et A' des dex plans (%. 201 ). 
Pour obtenir cette droite, on re- 
marque que les deux échelles de 
pente sont, en projection, homo- 
thétiques par rapport au point 0 , 
que Ton détermine en joignant 
les points de même cote : aa', 66', cc\ (245); on en déduit 
que â passe paro, ce qui achève 
de la déterminer. 

V intersection dune droite D 
jet dan plan P donné par son 
échelle de pente A {fig- 202 ) se 
construit d’après ce qui précède 
en faisant passer par la droite 
un plan auxiliaire quelconque 
déterminé par exemple par les 
horizontales de cotes 2 et 3. 11 coupe le plan P suivant la droite 
mn. Le point p de cote i,i commun à cette droite et à D est 
le point cherché. 




Fig. 201 
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Cherchons comme application la distance du point a de cote 
1 1,5 à un plan P donné par son échelle de pente A {fig, 2o3). 
La perpendiculaire 1) au plan donné issue de a, est en prgjectîon 

horizontale parallèle à A; son intervalle est ici = 0,75. 

L’intersection de cette droite D avec 
le plan s'obtient en prenant comme 
plan auxiliaire passant par la droite 
celui qui l'admet pour ligne de plus 
grande pente, plan dont Tintersec- 
tion â avec le plan P se détermine 
comme nous l'avons vu à l'aide du 
point O de concours des droites joignant les points de même 
cote de D et A. L'intcrscction ù ainsi déterminée coupc D en m 
de cote 10,5 qui est le pied de la perpendiculaire. l.ia distance 
cherchée est celle des deux jioinls /V et M c'est-à-dire ici : 

AM y/ <>,75^ — v / 7 , 5 o — 1,2. 



301. Géométrie descriptive. — En géométrie descriptive, 
un point A de t espace est représenté par scs projections a et 
a' sur un plan horizontal et un plan vertical fixes (195). Pour 
éviter d’avoir deux dessins distincts. 


on rabat le plan vertical V sur le plan 
horizon Ic-îl H, et l'on en déduit aisé- 
ment que la droite aa\ ou ligne de 
rappel, est perpendiculaire sur la ligne 
de terre xy intersection des deux plans 
de projection (y/7. 20/1). 

Une droite D de l'espace a deux 
projections d et d! . Si l’une de ces 
projections est perpendiculaire à xy, il 
doit en être de même pour l’autre et la 
droite est dite alors de profil; c’est ce 


J '/>■ 



Fig. 2 o4 


qui a lieu pour la droite frV, bc {Jig. 2o4);on détermine. 


comme nous l'avons fait, une telle droite par deux points. 


Une parallèle au plan horizontal, ou horizontale y a sa projec- 
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tion verticale parallèle à xy. Une parallèle au plan vertical, ou 
frontale^ a sa projection horizontale parallèle à xy. Une per- 
pendiculaire au plan horizontal, ou verticale^ a pour projection 
horizontale un point et une droite de bout, ou perpendiculaire 
au plan vertical, a un point comme projection verticale. 

Deux droites qui se coupent ont un point commun, c’est ce 
qui a lieu ici pour les droites a'b\ ab et ü'c', ac. Elles déter- 
minent un plan. Il est facile de construire 
des horizontales de ce plan, telles c^ecd\cd 
ou des fiontiiles comme ce. 

Pour avoir la distance de deux points pro- 
jetés en aa\ bb' (fig. 2o5), on remarque, 
comme nous Tavons déjà dit, que cette dis- 
tance est rhypoténuse d*un triangle rectan- 
gle dont un cote est ab, raulre étant la dif- 
férence de cote b‘f:j de f/ et de a'. On porte 
donc |5a — ba et l’on obtient ainsi en la 
distance des deux points ; on voit en outre que b'afi est Vangle 
de la droite avec le plan horizoniaL 

Plus généralement, prenons un plan defini par trois points 
aa', bb\ cc\ {fig. ‘ioG) et cherchons à le rabattre autour d’une 

horizontale, par exemple a'd', ad, de 
façon à aro/V en vraie grandeur les 
figures tracées dans le plan. SI nous 
nous reportons aux constructions déjà 


- - 







faites dans le même cas en géométrie 
cotée, nous voyons que la perpendi- 
culaire abaissée de bb' sur l’horizon- 
tale a'd', ad est en projection horizon- 
tale be perpendiculaire sur ad. On 
porte sur eb une longueur cBi égale 
à la distance des points E et B de Tes- 
pace; Bi est le rabattement de 6. En pratique, on opère comme 
il suit : on porte sur la perpendiculaire on b a bc un segment 
bb" égal à la différence de cote b^ de A et de B. Le segment 
est alors égal 5 la distance BE et il suffit de prendre eBi = eb". 
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Celte règle s’appelle parfois règle du triangle rectangle, car le* 
triangle l/'eb est rectangle en 6 ; il a pour côtes les distances 
respectives de b et b' à ad et aV/'. L’angle en e de ce triangle est 
Tangle de BE avec le plan liorizonlal, c est-à-dire Yafigle du 
plan avec le plan horizontal (217). 

Le rabattement de langle ABD avant lieu en le point 

C de BD viendra en Ci au point de rencontre de dB, avec la 
perpendiculaire à ad menée par c, et Ton a en vraie grandeur en. 
aBiCi le triangle ABC. 

Si un plan est de bout, c’est-à-dire perpendiculaire au plan 
vertical, tous ses points sont projetés verticalement sur une 
même droite. Ceci a lieu en particulier pour un plan horizontal.. 
Si un plan est vertical, ou en particulier de front, c’est-à-dire 
parallèle au plan vertical, on a des résultats analogues. 

302. — Si deux droites sont parallèles, il en est de meme de 
leurs projections horizontales et de leurs projections verti^ 
cales (216). 

Si deux plans sont parallèles, il en est de même de leurs 
horizontales et de leurs frontales. 

Les démonstrations de ces deux propositions sont immédiates.. 
Leurs réciproques sont d’ailleurs exactes. 

Si une droite est perjændiculaire à un plan, elle est en parti- 
culier perpendiculaire sur les bori/ontales du plan. Aussi sa 
projection horizontale est-elle perpendiculaire sur la projection 
de meme nom des horizontales du plan (216) ; on a une pro- 
priété analogue pour la projection verticale. On construit la 
perpendiculaire à un plan donné passant par un point donné 
en menant par la projection horizontale du point une perpendi^ 
ciliaire sur la projection coiTcspondante d\ine horizontale dit 
plan, et par sa projection verticale, une perpendiculaire sur la 
projection correspondante d'une frontale du plan. 

Pour obtenir le point commun à une droite ââ' et à un plan 
défini par deux droites m'f, mq et nim\ mm ( 7 ?^/. 207 ), on 
remarque qu'il y a une droite du plan qui est projetée horizon- 
talement suivant è ; c’est la droite définie par les deux points 



GÉO^IETRIE DESCRIPTIVE 


(jq^ n'n, dont les projections verticales se déduisent de q et de n. 
Tout point du plan dont la projection horizontale est sur r} a sa 
projection verticale sur qn*\ en particulier le point cherché /)/>' 
ayant sa projection verticale à la fois sur 
qn et sur c?' est déterminé par cela même. ^ 

La même méthode permet d'obtenir 
Y intersection de deux plans : on fait couper ' | 

le premier successivement par chacune ;; ^ j 'V - 

des droites définissant le second, ce qui 1 i 

donne deux points de rinterscction. 


303. Cercle et sphère. — Un cercle " ' 

dans l’espace est déterminé par son plan, 
son centre et son rayon. Les problèmes consistant à trouver 
l'intersection d’un tel cercle avec un plan ou une droite se ra- 
mènent l’un à l’autre, cardans le premier cas on remplacera le 
plan sécant par son intersection avec le plan du cercle. 

Soit donc a chercher V intersection d'une droite A avec un 
cercle de centre O, de rayon 11 et dont le plan est défini par la 

droite A et le point O {fi;/. 20(S). La 
solution en géométrie cotée étant ana- 
logue à la solution en géométrie des- 
; criptive, nous nous bornerons à cette 

j |T~ dernière. Pour nous ramener a l’étude 

^ ^ .V de figures en vraies grandeurs, nous* 

pi '' allons faire tourner le plan de la 

\ droite c?o^' et du ])oint oo' autour d'une 

/ \ horizontale o'h\ oh de ce plan. Ua 

l point quelconque mm' de âd' venant 

\ y/ " ainsi en M,, celte droite vient en Ai ; 

on peut alors construire le cercle F 
p.^ de centre o et de rayon R donné, cer- 

cle qui coupe cette droite en Pi et Q^. 
Ces points sont les rabattements de deux points pp\ qq' que 
l’on obtient facilement et qui sont les points cherchés. Le pro- 
blème n'est pas d'ailleurs toujours possible. 


Fig. 2 o8 
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On voit que ces constructions ne supposent pas que Ton con- 
naisse les courbes projections horizontale ou verticale du cercle 
de Tespace, courbes que l’on appelle des ellipses. 

304. — Une sphère est déterminée par son centre 00 ' et son 
rayon li. En projection horizontale, les points situés sur la 

s|)hère se projettent tous à Tintérieur du 
cercle F de centre o et de rayon 1\, cercle 
que Ton appelle contour apparent horizontal 
{Ji;/^ *-^^^ 9 )- Le lecteur démontrera aisément 
que tous les points de la sphère projetés 
horizontalement sur F appartiennent au 
grand cercle de la sphère situé dans le plan 
horizontal du centre, grand cercle qui est 
projeté verticalement suivant le segment a'b\ 
C’est ainsi que rnm est un point de la 
sphère. On définit de même le contour ap- 
parent vertical F', projection du grand cercle de front de la 
sphère ; n'n est un point de ce contour a[)parent. 

Les sections planes de la sphère sont dos cercles (228) dont 
la projection horizontale n*est un cercle que si le plan sécant est 
horizontal. Un tel plan de trace verticale IF coupe la sphère sui- 
vant un cercle IFH, dont la projection horizontale II a pour 
centre 0 . Si IF passe par n', le cercle II passe par n. De même, 
PF est un cercle dans un plan de front. 

Ceci permet à! obtenir la projection verticale q eVun point 0 
de la sphbre dont on donne la projection horizontale q : on cons- 
truit soit un cercle horizontal H'H, soit un cercle de front 
passant par le point cherché. Il y a, comme on le voit, deu\ 
projections verticales ç' et q\ répondant à la question. 

Le plan iantjent (230) en un point 77 ' de la sphère est le plan 
perpendiculaire en ce point au rayon o'y', oq. 

305. — Par analogie avec ce qui se passe pour la sphère ter- 
restre, on désigne souvent par éyuu^eu/le grand cercle F de con- 
tour apparent horizontal, par parallèles les cercles horizontaux. 
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par p5fes les deux points p'p et p',pt (228). Il résulte de ce qui 
précède que lesjx)înts de la sphère situés au-dessus et au-dessous 
du plan équatorial, mais symétriques par rap[>ort à ce plan (320), 
ont deux a deux mêmes projections horizontales. Il faut re- 
marquer en outre que les figures tracées sur la sphère au voisi- 
nage d*un p(>le, sont projetées horizontalement sensiblement en 
ATaie grandeur, tandis que les figures tracées près de l’équa- 
teur sont déformées et réduites. On voit que, par exemple, tous 
les points de la zone comprise entre a'I/el le plan horizontal H', 
dont la hauteur est supérieure à la moitié du rayon, sont pro- 
jetés horizontalement à Tinlérieur d’une couronne comprise 
entre les cercles V et 11, couronne dont ré[)aisseur n’est qu’un 
cinquième environ du rayon de l\ Ces ^remarques servent pour 
la construction des cartes ÿéoijraphiqacs. 

306. — Pour construire le centre et le rayon du cercle de 
section plane d'une sphh'e donnée, on abaisse du centre de la 
sphère une perpendiculaire sur le plan sécant, ce qui donne le 
centre du cercle de section (228). 11 sufiit ensuite de connaître 
un point de ce cercle pour en déduire son rayon. Ici (//ÿ. 210), 
nous avons pris un plan sécant P défini 
par une horizontale a! ah et une 
frontale a'f, af, La perpendiculaire 
abaissée du centre 00 ' de la spluM-e a, 
comme on le sait, sa projection liori- 
zontale perpendiculaire à ah et sa pro- 
jection verticale perpendiculaire à af'; 
son intersection avec le plan P donne 
comme centre du cercle de section. 

Pour avoir un point quelconque de ce 
cercle de section, coupons la sphère 
et le plan sécant par un pian horizon- 
tal quelconque, par exemple par le 
plan ir qui passe par w'o) ; il coupe en projection horizontale 
le plan sécant suivant H et la sphère suivant le cercle Y ; on en 
déduit que mm' est un point du cercle et par suite que owi est 
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la vraie grandeur du rayon. Il peut d ailleurs arriver que le 
cercle de section n’existe pas,^si [le plan sécant est trop loin du 
centre de la sphère. 

Le problème consistant à chercher les points communs à une 
droite cl à une sphhre se ramène immédiatement au précédent. 
Prenons par exemple unejsphèrc de centre oo' {fiff. 211) et une 
droite On fait passer par la droite un 
plan^aiixiliaire qui est, en général, le plan 
vertical â qui la contient. Le centre ww' 
du cercle de section de la sphère par ce 
plan est au point de rencontre de ce plan 
avec riiorizonlale o'w', ow de 00'. Quant 
au rayon, on voit qu'il est égal à 
car mm' est un point du cercle de sec- 
tion. Pour trouver les points communs 
h dd' et à ce cercle, rabattons Je plan ver- 
tical r} autour do rhorlzontale o)m, cMi 
de ce plan. Le cercle rabattu se trace 
imniédiatcnieiit; son centre est w et son 
rayon co/n. La droite a en p// un point qui ne change pas 
dans Je rabattement ; on en rabat un autre point quelconque 
en élevant en y une perpendiculaire à pq sur laquelle on porte 
yQi ^ q'cz, La droite dd' est ainsi rabattue en Ai qui coupe le 
cercle rabattu en deux points Ai, IL dont le relèvement donne 
en hh’ les points cherchés, lis n’existent pas d’ailleurs tou- 
jours, la distance de la droite au centre de la sphère pouvant 
être supérieure au rayon de la sphère. 
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Exercices. — 269, 280, 316, 823, 324, 329, 330, 427, 428. 

429, 430, 431, 432, 438, 434, 435, 436, 437, 438, 439, 440, 441,. 
442, 448, 444, 445, 446, 447, 448, 450, 452, 462, 464, 465, 466. 
467, 469. 
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MÉTHODES EN GÉOMÉTRIE 


307. Le raisonnement en Mathématiques. — Les appli- 
cations des théories générales des mathématiques à la résolution 
des problèmes d'algèbre, de géométrie, de mécanique, ... sont 
de natures très différentes. Les unes, et c’est le plus grand nom- 
bre, ne demandent aucun eiïort dlnvcnlioih Elles supposent 
simplement que Ton s est bien assimilé le langage mathéma- 
tique et que l’on connaît les propriétés classiques concernant la 
question à étudier. Il suflit d'en faire une application correcte 
aux données du problème. De ce genre sont l'extraction d’une 
racine carré, la recherche de la dérivée d’une fonction donnée,.. 
Le seul écueil à éviter dans cette catégorie de problèmes, c’est 
une erreur d’interprétation sur les mois employés. Il est indis- 
pensable d’avoir toujours présent à la mémoire le sens rigoureux 
des termes techniques et d’être prêt à chaque instant à (( substi- 
tuer la définition à la place du défini ». C’est là une règle des 
plus importantes qui permet d’éviter bien des erreurs graves. Il 
ne faut pas se dissimuler cependant que certaines parties des 
mathématiques, telles que la trigonométrie ou la géométrie des- 
criptive, demandent un long apprentissage. On n’arrive que peu 
à peu à se familiariser avec les nombreuses formules concernant 
les lignes trigonométriques ou avec la représentation des figures 
de l’espace par leurs projections sur deux plans donnés. 

D’autres questions sont plus compliquées, et l’on ne voit pas 
au premier abord quelle est la marche à suivre. Bien que de tels 
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cas puissent se présenter dans toutes les branches des mathéma- 
tiques élémentaires, c*est principalement en géométrie qu*on en 
trouve des exem[)les ; aussi est-ce ici que nous allons indiquer 
quelques règles utiles. Le lecteur fera sans peine dans ce qui suit 
la part dos raisonnements généraux et de ceux qui concernent 
plus paiiiculièrement la géométrie. 

308. — La solution de tout problème comporte une suite de 
raisonnements logiques permettant de passer de Thypothèse à la 
conclusion. L’énoncé suppose que les données présentent cer- 
taines particularités desquelles découlent des propriétés connues 
qui lonncnt Vhyitolhhe, Les propriétés nouvelles que Ton veut 
en déduire forment la conclusion. Si Ton étudie les raisonne- 
ments constituant la solution, on y verra en géaéral quel’hypo- 
tlièsc primitive a été remplacée par une nouvelle hypothèse 
équivalente à la première, mais plus avantageuse pour la ques- 
tion considérée ; cette seconde hypothèse est souvent remplacée 
a son tour par une troisième et ainsi de 
suite jusqu’à ce que Ton aboutisse à une 
dernière hypothèse qui soit identique à la 
conclusion. Ce mode de raisonnement est 
appelé parfois raisonnemenl analytique. 
Parfois aussi, on considère ravant-dernière 
hy[X>thès€ comme étant une nouvelle con- 
clusion que Ton substitue à celle qui est 
proposée, et ainsi de suite en remontant jusqu’au point de dé- 
part ; on fait alors un raisonnemenl synlhclique. 

Reprenons par exemple la démonstration de régalité de deux 
triangles dont les trois côtés sont égaux (198) (jîy. 212 ). On 
peut ici dresser immédiatement la liste des diverses hy|)othèscs : 

1. Les deux triangles considérés ont trois côtés égaux. 

II. Le triangle ABC et le second triangle, placé en ABCi^ 
donnent : AB commun; AG = AGi ; BG = BGi. 

III. AGGj et BGCi sont isocèles. 

IV. La i^rpendiculaire au milieu de GG^ passe en A; la 

même perpendiculaire passe en B. 


r 



Fig. ain 



MÉTHODES ES GÉOMÉTBIE 


383^ 


V. Le triangle ABGi est symétrique de ABC par rapport 

à AB. 

VI. Les deux triangles ABC et ABCj sont égaux et l*on a les 

angles égaux : ACB = ACiB ; CAB --- GiAB ; CBA ~ 
G,B\. 

VIL Les deux triangles proposés sont égaux et ont tons leurs 
éléments égaux. 

L ^énoncé équivaut à Thypothèse I, et la conclusion à Thypo— 
thèse VH. 

Ces remarques, quoique fort simples, sont essentielles, car elles 
indiquent à quoi l’on reconnaît qu’une solution est rigoureuse, 
mais elles sont incomplètes, car elles ne montrent pas comment 
on {>eiit obtenir de telles solutioas. Bien qu’il soit diiricilc ici de 
préciser, nous allons donner quelques conseils utiles en pra- 
tique. 

30Q. Résolution des problèmes de géométrie. — Le pre- 
mier travail de recherche consiste à remplacer rhypoLhèse 
donnée par une hypothèse éqaivalenle. S’il est très facile de 
trouver de telles substitutions, il est plus délicat de choisir entre- 
elles. Les remarques qui suivent éviteront parfois de longs tâton<- 
nements. 

INe pas perdre de vue la conclusion. L’énoncé et la conclusion 
contiennent presque toujours des éléments dissemblables ; on 
essaie d’introduire dans la nouvelle hypothèse une partie des 
éléments qui doivent se trouver dans la conclusion. Il faut, par 
contre, être très prudent pour l’introduction d’éléments nou- 
veaux : dans les cas simples, la solution peut s’expliquer sur une 
figure contenant uniquement les données et les résultats. S’il 
s’agit d’une propriété du cercle inscrit ou des bissectrices d’un 
triangle, on n’introduira les hauteurs ou les médianes que si l’pn 
a des raisons très sérieuses de le faire. 

Une certaine habitude des problèmes de géométrie guide très- 
souvent les chercheurs ; l’idée de cercle inscrit entraîne celle de 
bissectrices (206, 229) ; les triangles semblables font songer 
aux angles égaux (248) ; la tangente à un çercle est une perpen* 
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diculaire au rayon (229). Il en est de même pour bien d’autres 
idées qui en quelque sorte vont deux par deux : triangle rec- 
tangle et théorème de Py tiiagore (251) ; points communs à deux 
cercles et axe radical (264); etc... Il arrive parfois d’ailleurs 
que ces associations d’idées, ces suggestions qui s’imposent avec 
force à l’esprit du mathématicien sont nuisibles et font perdre 
un temps assez long, mais c'est relativement rare. 

Lorsqu’on se trouve arrêté dans ces substitutions d’hypo- 
thèses à des hypothèses équivalentes, ou lorsqu’on a peur de 
trop s’écarter de la question, on part de la conclusion que l’on 
remplace par une conclusion équivalente, en se laissant guider 
par l’idée des dernières hypothèses obtenues, et ainsi de suite 
jusqu’à ce que l’on puisse enfin souder les deux chaînes du rai- 
sonnement. 

310. — Bien d’autres guides peuvent orienter les recherches. 
C’est ainsi qu’une figure bien faite suggère des propriétés que 
l’on peut essayer de verilier ; un triangle de la ligure semble 
être isocèle, un autre paraît rectangle, trois droites ont l’air 
d’être concourantes, ... 11 n'est pas d'ailleurs indispensable de 
faire les figures à la règle et au compas, un tracé l’ait un peu 
soigneusement à la main sur du papier ordinaire ou quadrillé 
est largement sulTisant. 

Dans les questions difficiles, il est souvent commode de tracer 
un grand nombre de figures qui s’enchaînent en quelque sorte, 
chacune contenant quelques traits de la précédente avec des 
traits nouveaux. 

Signalons encore l’examen des cas particuliers : lorsqu’on se 
demande si une propriété qui semble exacte l’est véritablement, 
on peut reprendre l’énoncé en se plaçant dans un cas très simple 
où il soit facile de traiter la question. S’il s’agit de triangles, on 
prendra des triangles équilatéraux ou rectangles ; s’il s’agit d’un 
quadrilatère, on prendra un carré; s’il s’agit d’une corde d’un 
cercle, on prendra une tangente ou un diamètre... Si la pro- 
priété envisagée est exacte dans ce cas particulier, il n’est pas 
certain pour cela qu’elle soit vraie dans le cas général ; on a 
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«implement une présomption de plus en sa faveur. Mais si elle 
ne se trouve pas vérifiée, c’est qu’elle est fausse et l’on sait qu’il 
faut orienter ses recherches dans un autre sens. La même 
remarque s’applique aussi en algèbre où l’on donne aux coeffi- 
cients des valeurs numériques simples. 

Il est certain que l’usage permet seul de résoudre rapidement 
les problèmes de mathématiques, mais, néanmoins, la facilité 
avec laquelle quelques personnes traitent ces questions provient 
en partie de la grande habitude qu’elles ont d’appliquer les règles 
qui précèdent, de façon d’ailleurs plus ou moins consciente et 
plus ou moins systématique. 

311 . — Lorsque cette première partie du travail de recherche 
est terminée, il est rare, sauf pour des problèmes simples, 
que la solution obtenue soit à conserver. Il faudrait revoir en 
•détail les raisonnements, pour être certain que les diverses 
hypothèses considérées sont rigoureusement équivalentes, pour 
les préciser, pour discuter, s’il y a lieu, dans quel cas on peut les 
conserver, dans quel cas il faut les modifier. Mais souvent ce 
n’est pas ainsi que l’on procède. Le travail déjà fait sert uni- 
quement à fournir des matériaux. Les diverses propriétés ob- 
tenues sont d’importance visiblement inégale ; certaines sont 
accessoires et l’on cherche à les faire disparaître par de légères 
modifications de la marche suivie; d’autres, au contraire, sont 
fondamentales dans l’étude de la question considérée ; ce sont 
elles qui forment le fond même de la démonstration, qui donnent 
les points d’appui indispensables pour passer de l’hypothèse 
primitive à la conclusion. Tout l’elfort doit alors consister à 
démontrer le plus rapidement possible ces propriétés pour en 
déduire de même la conclusion i)ar des raisonnements aussi 
simples que possible. Tl n’est pas rare d'arriver ainsi à une so- 
lution complètement différente de la première, et n’ayant en 
commun avec elle que l’énoncé de deux ou trois propriétés fon- 
damentales qui se trouveraient dans toutes les solutions pos- 
sibles. Le seul avantage de la première recherche a été simple- 
ment de mettre en lumière leur existence. 


A. Samte-Laguë 


2b 



386 


GÉOMÉTRIE 


Ce n'est guère qu alors qu'on peut faire une discussion 
rapide, généraliser l'énoncé s'il y a lieu, voir quelles sont les 
modifications de l’énoncé qui ont une répercussion sur la con- 
clusion, en un mot, ce n'est qu'alors que Ton a vraiment cdm- 
pris la question. 

312. Lieux géométriques. — Le plus souvent la résolution 
d'un problème dépend de la position d’un point que l'on de-- 
mande de déterminer. C'est ce qui a lieu plus particulièrement 
dans les problèmes de construction (^), où Ton demande de 
placer soit des points, soit des droites, soit des cercles, ce qui 
se ramène toujours à placer un ou plusieurs points. On emploie 
presque toujours dans ce cas la méthode suivante dite méthode 
des lieux ijéomélriqiics. 

Si l’on supprime une des données, le point cherché n'est plus 
complètement déterminé et doit en général se trouver sur une 
certaine courbe qui est un de ce point (206). 

On recommence en supprimant une autre donnée a la place de 
la première, ce qui donne un nouveau lieu. Le point cherché 
est commun à ces deux lieux. En pratique, on choisit dans 
l'énoncé les données à supprimer de façon que les lieux obtenus 
soient aussi simples que possible. 

Plus généralement, pour construire une ligure quelconque, il 
peut etre avantageux de faire abstraction d'une partie des con- 
ditions imposées et de construire une figure partiellement indé- 
terminée, en se fixant arbitrairement certains éléments. Nous 
nous bornerons «à signaler ici cette idée, dont le lecteur trouvera 
des applications évidentes dans les exercices qui terminent les 
paragraphes 321 et 322, 

313. — La méthode des lieux géométriques a été appliquée 
fréquemment dans le cliapitre VI. C'est ainsi que, pour cons- 


(I) Pour Tétude détaillée de pareils problèmes, nous renvoyons le lecteur 
à Vouvrage classique de J. Petersen : Méthodes et théories pour la résolu-- 
lion des problèmes de coitstruéiions ^ométriqim. 
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trnire un cerolo de rayon donné passant par deux.points donnés, 
ou passant par un point donné et tangent à une droite donnée, 
etc..., nous avons cherché chaque fois deux lieux géométriques 
du centre de ce cercle (288). 

Prenons encore le problème suivant : mener par un point P 
[Jig* 21 3) une sécante A15, telle que les deux points A et B où 
elle coupe deux parallèles données xx et yy soient équidistants 
d'un point O donné. 

Construisons le milieu M de AB. Supprimons d'abord la con- 
dition OA = OB. Le lieu du milieu de AB, sécante limitée aux 
parallèles xx et yy est une parallèle r:: 
à ces deux droites (224). Rétablissons 
maintenant la condition OA — OB, 
mais supprimons les conditions que A 
et B soient sur les parallèles données. 

En remarquant que, dans le triangle 
isocèle OAB (197), l’angle OMP est 
droit, on voit que le lieu du milieu de AB est le cercle de dia- 
mètre PO (235). Donc, le point M cherché est commun a ce 
cercle et à zz. Il y a deux solutions dans le cas de la figure ; 
il n’y en a aucune si le cercle de diamètre OP ne coupe pas zz. 

314. — Voici la liste des principaux lieux géométriques que 
Ton utilise en géométrie plane. La plupart d’entre eux ont été 
obtenus dans les divers chapitres qui précèdent. Pour les autres, 
le lecteur établira sans peine l’exactitude des énoncés qui 
suivent. 

Nous donnerons d’abord les lieux qui sont des droites. 

1 . Le lieu géométrique des points situés à une distance donnée 
dune droite donnée est formé de deux parallèles à cette droite 
(2ÎMt). — Le lieu géométrique des cenires des cercles de rayon 
donné imgenis à une droite donnée est formé de deux parallèles 
à cette droite. — Le lieu géométrique des sommets des triangles 
dfe hase donnée et (Taire constante est formé de deux parallèles 
à la base fixe (267). 

2 . Le lieu géométrique des pi^ints . équidistants de deux points 
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donnés est une perpendiculaire au milieu du segment qui les joint 
( 206 ). — Le lieu géométrique des centres des cercles passant par 
deux points donnés est la perpendiculaire au milieu du segment 
qui les joint ( 232 ). 

3. Le lieu géométrique des points dont la différence des carrés 
des distances à deux poin ts fixes est constante est une perpendi^ 
culaire au segment qui joint ces deux points {2S2). 

[\. Le lieu géométrique des points équidistants de deux droites 
concourantes est formé des bissectrices de t angle de ces droites 
( 206 ). — Le lieu géométrique des points équidistants de deux 
droites parallèles est formé d'une parallèle à ces droites (22A). — 
Le lieu géométrique des centres des cercles tangents à deux 
droites concourantes ou parallèles est formé des bissectrices de 
leur angle ou d'une parallèle à ces droites suwant le cas, 

5. Le lieu géométrique des points dont le rapport des distances 
à deux droites concourantes est constant est formé de deux 
droites passant par le point de rencontre des premières, — Le 
lieu géométrique des points dont le rapport des distances à deux 
parallèles est constant est formé de deux parallèles aux premières. 

6 . Le lieu géométrique des points dont la somme y ou la diffé- 
rence, des distances à deux droites concourantes est constante est 
formé de segments de droites parallèles aux bissectrices de l'an- 
gle des droites. 

7 . Le lieu géométrique des points homothétiques dans le rap- 
port k des points d*une droite est une dj'oite parallèle à la pre- 
mière ( 246 ). 

8 . Le lieu géométrique du conjugué harmonique d’un point 
fixe par rapport aux points de rencontre avec un cercle d’une 
sécante passant par ce point fixe est une droite qui est la polaire 
du point, ou un segment de cette droite ( 256 ). 

9 . Le lieu géométrique des milieux des cordes d’un cercle pa- 
rallèles à une direction donnée est le diamètre perpendiculaire à 
cette direction ( 226 ). 

10. Le lieu géométrique des points ayant même puissance par 
rapport à deux cercles donnés est une perpendiculaire à la ligne 
des cerUres, ou axe radical ( 253 ). 
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Pour les lieux géométriques qui suivent on trouve des cercles : 

1 . Le lieu géométrique des points situés à une distance donnée 
d'un point donné est un cercle ayant ce point pour centre. 

2. Le lieu géométrique des points ayant une puissance donnée 
par rapport à un cercle donné est un cercle concentrique au pre- 
mier. — Le lieu géométrique des points d'oà ton voit un cercle 
donné sous un angle donné est un cercle concentrique au premier. 
— Le lieu qéométrique des milieux des cordes d'an cercle de 
longueur donnée est un cercle concentrique au premier ( 227 ). 

3 . Le lieu géométrique des centres des cercles de rayon donné 
tangents à un cercle donné est formé de deux cercles concen^ 
triques au premier. — Le lieu géométrique des centres des cercles 
de rayon donné interceptant sur an cercle donné un arc de lon^ 
gueiir donnée est formé de deux cercles concentriques au pre- 
mier. 

4 - Le lieu qéométrique des milieu.v des cordes d'un cercle pas- 
sant par un point donné est le cercle ayant pour diamètre le 
segment qui joint ce point au centre, ou un arc de ce cercle. 

ô. Le lieu géométrique des points dont le rapport des distances 
à deux points fixes est constant est un cercle ayant son centre sur 
la droite qui joint les deux points ( 244 ). 

6. Le lieu géométrique des points dont la somme des carrés 
des distances à deux points fixes est constante est un cercle ayant 
pour centre le milieu du segment qui joint les deux points ( 252 ). 

7. Le lieu géométrique des points d'oii ton Doit un segment 
donné sous un angle donné est formé de deux arcs de cercle 
limités aux deux points et symétriques par rapport au segment 
qui les joint ( 235 ), 

8. Le lieu géométrique des points homothétiques des points 
d'un cercle dans le rapport k est un cercle de rayon k fois plus 
grand ( 246 ). 

315 . — Les remarques qui précèdent, relatives aux lieux 
géométriques, concernent plus particulièrement la géométrie 
plane ; leur extension, aux figures de Tespace est immédiate. 
Il y a cependant une légère différence, comme nous allons le 
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montrer, en reprenant, sous la nouvelle forme qui suit, un pro- 
blème déjà traité (313) . 

Soit à mener par un point P {fi(j. 2 i/|) une sécante telle que 
les deux points A et B où elle coupe 
deux pians parallèles xx etyj soient 
équidistants d'im point O donné. 

Les deux lieux du milieu M de AB 
deviennent ici le plan zz parallèle aux 
deux premiers et équidistants de ces 
plans (224) et la sphère de diamètre 
OP. Tous les points du cercle F d’intersection de cette sphère 
et du plan zz répondent à la question et les droites correspon- 
dantes PM sont en nombre infini. 

On peut se ramener au cas où le point M est bien déterminé 
en ajoutant une nouvelle condition à Fénoncé. Supposons par 
exemple que la sécante AB doive être parallèle à un plan donné; 
on en déduit que APB est dans un plan connu et par suite que 
M est à rintersection de F avec ce plan, ce qui donne en géné- 
ral deux positions pour M et deux sécantes correspondantes. 

Nous ne donnons pas ici de lieux géométriques de points, de 
Fespace, car il sullit dans la plupart des cas de modifier légère- 
ment les énoncés correspondants pour le plan. Il faut cepen- 
dant remarquer que, souvent, chaque énoncé pour le plan cor- 
respond à deux énoncés pour Fespace, Fun donnant un plan 
(ou une s])hère) et Fautre une droite (ou un cercle). F/est ainsi 
que le lieu des points du plan équidistants de deux points 
donnés (206) devient : 

i**Le lieu géométrique des points de Fespace équidistants de 
deux points donnés est un plan perpendiculaire au milieu de la 
droite qui les joint. 

2 ” Le lieu géométrique des points de Fespace équidistants de 
trois points donnés est une droite perpendiculaire au plan qui 
contient les trois points. 

316. Bféthodes de transformation 4 — Outre la méthode 
des lieux géométriques dont nous venons de parler et qui est la» 
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plus employée en géométrie élémentaire, nous citerons encore 
les méthodes de trcuu formation. 

Considérons une figure (F) formée d’éléments géométriques 
quelconques : points, droites, cercles,... et faisons correspondre 
à (F) une nouvelle figure (F') de telle façon que chacun des 
éléments de la première corresponde h un élément bien défini 
de la seconde et réciproquement. Nous nous bornerons d’ailleurs 
uniquement aux transformations qui font correspondre respec- 
tivement à un point, une droite, un cercle, etc... de (F), 
un point, une droite, \m cçrcle, etc... de (F'). A toute propriété 
de l’une des figures correspond une propriété de l’autre et si 
l’on étudie une fois pour toutes une telle correspondance, on 
pourra, dans chaque cas particulier, dresser la liste des pro- 
priétés de (F') d’après celle des propriétés de (F). De meme, 
pour établir une relation entre les éléments d’un certaine 
figure (F), il sera parfois avantageux de chercher quelle est la 
relation correspondante entre les éléments de (F'). 

Ce procédé est un des plus féconds que Ton connaisse en 
géométrie, mais son emploi est surtout fréquent pour des mé- 
thodes de transformation qui sortent de notre cadre : perspective, 
inversion, polaires réciproques, etc... Les transformations que 
nous allons étudier nous serviront surtout à grouper dans une 
même figure les éléments qu’il est intéressant de rapprocher en 
laissant certains d’entre eux fixes et en modifiant les autres par 
l’emploi d’une de ces transformations. Le lecteur s’en rendra, 
compte par la considération attentive des applications qui 
suivent l’étude de chacune de ces méthodes de transformation. 

317. Translation et rotation. — La translation remplace, 
comme nous le savons (213), tous les points A, B, G... d’une 
figure par de nouveaux points A', B', G',... tels que les segments 
AA', BB', GG'... soient parallèles, égaux et de même sens. Il 
en résulte que toute droite AB est remplacée par une parallèle, 
A'B', tout plan ABG par un plan parallèle A'B'G', tout angle 
BAG par un angle égal B'A'G' ; il en est de même pour tout 
angle dièdre ou polyèdre. Un cercle ou une sphère donnent un. 



GÉOSiKTRIE 


392 

cercle OU une sphère de même rayon. Plus généralement, une 
ligure quelconque subit un simple déplacement dans Tespace 
et reste superposable à elle-même. Cette méthode nous a servi à 
plusieurs reprises, par exemple pour établir que deux sections- 
d'une surface prismatique par des plans parallèles sont 
égales (222). 

La translation appliquée à une partie seulement d'une figure 
donnée permet de juxtaposer certains éléments de façon simple. 
Démontrons, par exemple, que si un trapèze ABCD {fig, 210) 

a deux côtés AB et CD rectangulaires, 
la demi-dilférencc des bases AD et BC. 
est égale h la distance MN des milieux 
de ces bases. Déplaçons par transla- 
tion AB d'une part jusqu'en EG et MN 
d’autre part jusqu’en PG. On voit d'après riiypothcsc que le 
triangle ECD est rectangle en G, et admet comme médiane 
PC = MN. On en déduit (221) : 2 . CP = ED ou encore r 
2.MN = AD — BC. 

De même, dans un quadrilatère quelconque ABCD { fig. 216),. 
on peut amener par translation deux côtés consécutifs AD et 
DG en EB et BF. On voit aisément que la 
figure AEFG est un parallélogramme dont 
les côlés sont deux à deux parallèles et 
égaux aux diagonales du quadrilatère ; les 
quatre droites joignant B aux sommets du ^ 
parallélogramme sont paralKMes et égales 
aux côtés du quadrilatère, faire du parallélogramme est lo 
double de celle du quadrilatère ( 268 ), etc. 

318 . — La translation n’altère pas, comme nous l'avons vu,, 
la grandeur des divers éléments d'une figure ; il en est de même 
de la rotation autour (Vuu axe Oz ( 196 ). Un point A décrit un 
arc de cercle d’axe Oz et vient ainsi en A'. L’angle dont a 
tourné A a la même grandeur a et le même sens pour tous les 
points de l’espace. Un segment AB devient un segment égai 
A'B' ; un angle BAG donne un angle égal B'A'C' 
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On se borne parfois à considérer des points dans un même 
plan perpendiculaire à Taxe en un point O, que l'on appelle 
alors centre de rotation (196). Il est alors intéressant de remar- 
quer que, si après une rotation d'angle a une droite A du plan 
vient en A\ Tanglede ces deux droites est précisément a, comme 
on le verra en considérant les parallèles passant par O. De plus, 
pendant la rotation, A est à une distance constante de l'origine 
et par suite reste tangente à un cercle de centre O. 

Nous nous sommes déjà servis de la notion de rotation pour 
l'étude de diverses propriétés du cercle et de la sphère (227, 228). 
Donnons encore une application simple. 

Construisons sur les côtés AB et AC d’un triangle ABC deux 
triangles équilatéraux ABB', ACC' (///y. 217 ). Le triangle AB'C 
venant en ABC' après une rotation de Go^’ 
autour de A, on en conclut que B'C = BC' 
et que les deux droites B'C et BC' se coupent 
en M sous l'angle de 60 ". Ün pourrait en 
déduire diverses autres propriétés. C'est 
ainsi que M est à la fois sur les cercles cir- ^*7 

conscrits aux triangles AB'B et AC C (235), que dé ce point M 
on voit AB, AC, BC sous le même angle, etc. 

319. Symétrie9. — Un cas très important de la rotation 
est, comme nous l’avons vu, la symétrie par rapport à un axe 
(196), l’angle a de la rotation autour de cet axe étant ici égal à 
deux angles droits. L'axe de symétrie est perpendiculaire aux 
milieux de tous les segments joignant deux points symétriques. 
Si la figure (F) est contenue dans un plan P passant par Taxe, 
la figure symétrique (F') est aussi dans ce plan. Aussi considère- 
t-on parfois une telle symétrie en géométrie plane ; on lui donne 
le nom de retournement. 

Le cas particulier du centre de rotation permet de définir la 
symétrie par rapport à un point, dans le cas des figures planes 
(196). ou même par extension dans le cas de points quelconques 
de l’espace. Deux points M et M' sont dits symétriques par 
rapport à un centre O lorsque leur milieu est ce point 0. Une 
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telle symétrie est complètement distincte de la symétrie par 
rapport à un axe, bien qu’elles aient, en commun un cas parti— 
■culier. 

La symétrie par rapport à un centre nous a servi en particu- 
lier dans la construction des tiièdres symétriques ( 201 ). Cet 
exemple nous montre, sans qu’il soit utile d’insister davantage, 
une différence fondamentale entre cette transformation et celles 
qui précèdent: les éléments des deux figures gardent la même 
grandeur, mais les figures ne sont pas superposables, à moins 
cependant qu’il ne s’agisse de figures situées dans un plan con- 
tenant le centre de symétrie, car alors on peut se ramener à une 
rotation. Remarquons qu’une telle symétrie remplace toujours 
une droite par une parallèle. 

Si, par exemple, nous considérons les lettres de l’alphabet, 
nous voyons que les majuscules présentent presque toutes, au 
moins approximalivemcnt, une certaine symétrie et peuvent à 
ce j)oint de vue se ranger en cinq catégories : 


Un centre et deux axes de symétries : 
Un axe horizontal ; 

Un axe vertical : A M 

Un centre de symétrie : 

Pas de symétrie : F G 


H I O X 
B G D E E 

T ü V W Y 

NSE 
J L P Q R 


A, 

“7 






320. — Enfin, on peut définir la symétrie par rapport à un 
plan {Jlg. 218 ). Deux points A et V sont dits symétriques par 
rapport à un plan P, si ce plan est per- 
pendiculaire au milieu du segment qui 
les joint. Il est inutile d'étudier en détail 
les propriétés de cette symétrie, car elle 
se ramène aux deux précédentes. Pre- 
nons, en effet, dans le plan P un point 0 
arbitraire et la perpendiculaire Oz à P 
«en ce point. Dans le plan de AA' et de Oz, on verra aisément 
<jue le symétrique Aj de A par rapport à Oz admet lui-même 
comme symétrique par rapport à 0 le point A'. Si l’on se donne 




Vi 
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une figure (F) quelconque, on pourra donc étudier la figure (F,) 
symétrique par rapport à Taxe Or, puis la figure (F') symé- 
trique de (Fl) par rapport à O. Il en résulte en particulier que 
deux figures (F) et (F') symétriques par rapport à un plan, 
tout comÀie deux figures symétriques par rapport h un point, 
ne sont pas superposables en général. 

Un objet et son image dans un miroir plan sont symétriques 
par rapport au plan de ce miroir. Le corps de riiomme ou des 
animaux a très sensiblement un plan de symétrie ; c’est pour 
cela que les deux mains de Fliomme ne sont pas identiques, 
quoiqu’elles aient les mêmes dimensions ; par exemple, le gant 
de la main droite ne peut pas servir pour la main gauche. 






321. — Voici quelques applications des diverses symétries. 

Etant donnés une droite A et un segment 
AB *^ 19 )» cherchons un point M de A tel ^ 
que la diflérence des angles BMD et AMD soit 
égale à un angle a donné à Tavance. 

Prenons le symétrique C de B par rapport 
à A. D’apres l’hypothèse, on a : 

a BMD — AMD = CMD --- AMD = CMA. 


Fia 
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Le point M sera donc donné par F intersection de A avec l’un 
des arcs de cercle lieux des points d’ou l’on voit AC sous 
l’angle a (235). Nous ne ferons pas la discussion. Le meme rai- 
sonnement permettra en particulier de construire un triangle 
ABM connaissant la base AB et la bissectrice A de l'angle en M. 

Soit encore à construire un trapèze rectangle A BD G 
220 ) connaissant les longueurs des deux côtés non paral- 
lèles AB et CD et sachant de plus que CD est vu du milieu O 
de AB sous un angle droit. Parmi les diverses méthodes qui 
peuvent être employées, en voici une basée sur la symétrie. 

Plaçons d’abord AB de façon arbitraire ; les sommets incon- 
nus G et D sont sur les perpendiculaires xx et yy h AB en A 
et B, Le symétrique E de C pai' rapport à O est sur jj et de 
plus le triangle CED est isocèle; on est ramené à trouver un 
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segment ED de yy ayant une longueur connue : ED = CD et 
vu de O sous un angle droit. On achève la construction à l'aide 
d'une translation : prenons une demi-circonférence dont le dia- 
mètre C D', égal à ED et par suite a CD, est pris arbitrairement 
sur yy, La parallèle zz mené3 par O à le coupe en O' et O'i 



Le triangle rectangle C'O'D' (235) ramené en EOD par une 
translation parallèle à xx nous donne en AlîDC le trapèze 
cherché. Le second point 0\ donne de meme le triangle 
O'iG'D' et par suite le trapèze ABDiGi, d'ailleurs symétrique 
de ABGD par rapport a zz. Le problème n'est possible que si 
AB est inférieur à CD. 

322. Homothétie et similitude. — Les transformations 
qui précèdent respectent les grandeurs des éléments : distances 
et angles. 11 n'en est pas de môme daVliomolhélie (245), ou de 
la similitude (248), qui conservent seulement les valeurs des 
angles, ce que l’on traduit parfois de façon d'ailleurs peu précise 
en disant que deux figures homolliéliques semblables ont la même 
fovmCy mais non la meme (jrandeur. 

Signalons le tliéorème suivant qui permet de déduire du lieu 
géométrique (C) d’un point V une courbe semblable (C') lieu 
géométrique d’un point A'. 

Si an triamjle OA A' constamment semblable à un triangle 
fixe a un sommet fixe O, le lieu géométrique (G') du sommet A' 
est semblable an lieu (C) du sommet A. Nous laissons au lecteur 
le soin de vérifier que les deux courbes (G) et (G') se déduisent 
Tune de l'autre par une rotation de centre O, suivie d’une 
homothétie de même centre. 
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Les applications de rhomolhétîe ou delà similitude à la réso- 
iution des problèmes sont très nombreuses ; nous nous borne- 
rons à citer deux exemples classiques. 

Prenons deux cercles C et C' se coupant en A et B {fig. 221). 
A chaque sécante PP' passant par B 
correspond un triangle APP' qui 
varie avec la sécante considérée. Le ^ 
lieu du centre de gravité G d*un tel 
triangle est un cercle passant par A. 

Soit en effet M le milieu de PP'. 

Le triangle APP' reste semblable à Fig. aai 

lui-même, quelle que soit la position de la secante PBP', puis- 
que les angles en P et P' ne changent pas de valeur ( 235 ). Le 
triangle APP' étant constamment semblable à lui-même, il en 
est de même du triangle AMP formé par la médiane AM. On en 
déduit que Tangle AMB a une grandeur constante et par suite 
que M décrit un arc de cercle passant par A et B. On verra de 
façon plus précise que tout le cercle AMB fait partie du lieu. 
Le lieu de G est homothétique par rapport à A du lieu de M 

dans le rapport ( 224 ) ; c’est donc une circonférence passant 

par A. On établit de façon analogue que l'orthocentre, le centre 
du cercle circonscrit, etc... de ce triangle décrivent des cercles 
passant par A. 

Comme seconde application, proposons-nous de construire 
un carré inscrit dans un triangle donné ABC {fuj. 222) et 

ayant un de ses côtés sur BC. 
Négligeons pour le moment une 
des conditions auxquelles est as- 
sujetti ce carré, et construisons 
un carré tel que pqmn inscrit 
simplement dans l’angle ABC, ce 
qui se fait en partant d’une 
perpendiculaire quelconque qm 
h BC. Tous les carrés inscrits dans le même angle sont homo- 
thétiques les uns des autres par rapport à B ; le lieu géomé- 


A 
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trique de leur sommet/) est la droite Bp qui coupe AG en P. 
Le carré homothétique de pqmn par rapport à B dans le rap- 
BP 

port jç; répond à la question. 

On construirait par des procédés analogues une demi-circQn» 
férence inscrite dans un triangle, un carré circonscrit à un tri- 
angle équilatéral et ayant avec lui un sommet commun, etc 


Exercices, — N»» 294. 411, 417, 449, 450, 451, 462, 453, 454, 
466, 456, 457, 458, 459, 460, 461, 462, 463, 464, 465, 466, 
467,468,469,470. 
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323. Temps. — En géométrie, la notion du temps n'inter- 
vient pas dans les raisonnements. Cependant, lorsqu’on envisage- 
des positions dilférentes d'un même corps, il est parfois com- 
mode de leur associer l’idée de mouvement qui permet de passer 
de l’une de ces positions à l’autre. Les notions de translation 
(317), de rotai ion (318), de lieux (jéomélriqiies (312) nous 
font songer à un corps qui glisse, qui tourne, ou qui se déplace 
dans l’espace. C’est à cause de cela que la cinématique appelée 
aussi géométrie du mouvement est parfois considérée comme un 
chapitre de la géométrie. 

Considérons un point matériel en mouvement, bien qu’en 
réalité un tel point, au sens rigoureux du mot, n’existe pas^ 
dans la nature. Dans le déplacement de ce point, ou, si Ton 
veut, de ce mobile, il faut distinguer l’étude de la trajectoire,. 
ou courbe que décrit le point, de l’étude des époques auxquelles 
le mobile occupe les divers points de cette trajectoire. En géo- 
métrie, on s’occupe de la première partie de cette étude ; en ci- 
nématique, on se borne à la seconde. Nous ne nous occuperons 
pas d’ailleurs de savoir quelles sont les causes qui peuvent pro- 
duire ou modifier un tel mouvement. 

324. — La notion de temps, qui est à la base de la cinéma- 
tique, est comme celles de longueur, d’aire,... une de ces no- 
tions fondarmatlfties qu’il est dtflicile de définir. Noton&cepen- 
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dant qu’on ne peut pas conserver ou transporter un Étalon do 
temps, comme un étalon de longueur, mais on a remarqué 
qu’un grand nombre de phénomènes se reproduisent avec des 
durées qui au premier abord nous semblent égales : oscillations 
d’un pendule y ou corps pesant placé au bout d’un fil ; chute d’un 
corps lâché à une hauteur constante; rotation de la Terre sur 
elle-même; vibration des lames élastiques fixées par une extré- 
mité; écoulement du sable dans un sablier, etc — etc... Com- 
parons deux de ces phénomènes en comptant par exemple le 
nombre des oscillations qu’a un pendule pendant qu'un sablier 
se vide. On constate que ce nombre d’oscillations est toujours 
le meme pour le même pendule et le même sablier. Celte 
remarque que l'on peut faire pour un très grand nombre de 
phénomènes a conduit à considérer l’un quelconque d’entre 
eux comme ayant une durée constante, quelle que soit l’épo- 
que à laquelle on la reproduise. C’est ainsi qu’en se basant 
sur la rotation de la Terre on a défini Tunité adoptée dans le 
système C. C. S. (61), ou seconde (‘). En donnant au fil d'un 
pendule une longueur convenable, 99 centimètres à Paris (333), 
on obtient une seconde comme durée de chaque oscillation. On 
adjoint à un tel pendule un compteur d’oscillations, et l’on a 
ainsi une horloge, qui permet ensuite de mesurer de façon 
commode la durée d’un phénomène en comptant le nombre de 
secondes écoulées depuis son début. 

Le temps peut d'ailleurs être compté positivement ou néga- 
tivement (65), suivant qu'il s’agit d’époques postérieures ou 
antérieures k Vorûjine des temps, ou comme l’on dit au temps 
zéro. Quant à celte origine, on la prend en général au moment 
où commence le phénomène à étudier, mais lorsqu’il s’agit de 
périodes de longues durées, comme en astronomie ou en his- 
toire, on prend une époque fixe qui sert d’origine à Vère consi- 
dérée. Cette ère est la même pour la plupart des pays civilisés 
qui ont par suite le même calendrier. 

(1) Lo jour solaire moyen est défini de façon rigoureuse en astronomie ; il 
se subdivise en a 4 heures, chaque heure en 60 minutes et chaque minute 
en 60 secondes, appelées : secotides sexagésimales de temps moyen. 
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325. Mouvement. — Lorsque les distances d’un corps aux 
objets environnants varient, on dit qu*il est en mouvement \ 
sinon il est au repos par rapport à eux. II faut bien se rendre 
compte de ce fait que la notion de mouvement est essentiellement 
relative et dépend des corps auxquels on compare le mobile. 
C’est ainsi qu’à l’intérieur d’un wagon en marche une mouche 
est considérée par les voyageurs comme au repos ou en mou- 
vement suivant qu’elle est posée ou qu’elle vole, mais, dans les 
deux cas, elle est en mouvement par rapport aux rails sur les- 
quels roule le wagon. 

Prenons encore un passager qui se promène sur le pont d’un 
bateau en marche. Son mouvement par rapport au bateau n'est 
pas le même que par rapport à Tenu qui l’environne, à cause du 
roulis, du tangage et du mouvement propre du bateau. L’eau 
elle-même n’est pas fixe par rapport au sol, 5 cause des courants 
maritimes, de la marée,... Quant au sol, on sait que la Terre 
tourne sur elle -meme et se déplace autour du soleil, que le 
soleil se dirige vers la constellation d’Hcrcule, etc... Il pourrait 
d’ailleurs arriver que, pendant un certain temps, le passager 
marchant sur le pont du bateau fût immobile par rapport à 
l’eau ou par rapport au sol. Quoi qu’il en soit, il résulte de ce 
qui précède qu’il est impossible de comparer un corps mobile à 
des corps au repos absolu^ car une telle expression n*a pas de 
sens. Aussi se borne-t-on, comme nous l’avons déjà dit, à con- 
sidérer des mouvements ou un repos relatifs. 

326. Mouvement rectiligne uniforme. — Le plus simple 
de tous les mouvements est le mouvement uniforme, dans lequel 
le mobile parcourt sur sa trajectoire des segments de longueurs 

lî Tï lî 13 li n 5 1 i 3 X 5 6 

Fig. 

égales dans des temps égaux. Si cette trajectoire est une droite xy 
(jig. 223), le mouvement est dit uniforme et rectiligne. Suppo- 
se 
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sons que k mobile aille dans le sens de la flèche sur sey et mette 
t 'Secondes pour parcourir on espace de longueur e. Î1 est visible 
que les espaces parcourus sont proportionnels aux temps em- 
ployés à les parcourir (42), ce que Ton peut écrire : 

- = ^ = constante. 

Cette constante v s’appelle la vitesse du mobile. Le nombre 
qui la mesure est en particulier égal à celui qui mesure l'espace 
parcouru dans l’unité de temps. Il faut bien remarquer qu’une 
vitesse n’est pas un espace, mais le rapport d'un espace à 
un temps. Dans le système C. G. S., l’unité de vitesse est la 
vitesse d’un mobile parcourant d’un mouvement uniforme i cen- 
timètre en I seconde. On l’appelle parfois « le centimètre par 
seconde ». 

Nous avons déjà dit (71) que la formule | = u est applicable 

quels que soient les signes de e, v et i. On a ainsi pourTégua- 
lion (lu mouvement : 

e = vl. 

Un grand nombre des mouvements que l’on peut observer 
dans la nature sont uniformes, ou, tout au moins, composés de 
phases pendant lesquelles la vitesse reste sensiblement constante : 
train en marche, cycliste ou voiture sur une route, bateau sur 
un canal, propagation du son dans l’air, etc... Remarquons que 
dans ce dernier cas comme dans quelques autres analogues, il 
n’y a pas à proprement parler de déplacement d’un point ma- 
tériel, mais transmission d’un certain état vibratoire. L’extension 
à oe cas des notions qui précèdent ne présente d’ailleurs aucune 
difficulté. 

327, — Il est commode pour étudier un mouvement d’en 
tracer le dia<jrammc, tout comme pour étudier une fonction 
nous en avons construit le graphique (140 et suivants). Si l’on 
porte en abscisses sur un axe Qt {Jig. aa4) appelé (txe des temps 
leé diverses valeurs du temps, et en ordonnées sur l’aatrr des 
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espaces Qe les valeurs correspondantes des espaces, le mouve> 
ment étudié donne un certain tracé qui est par déPinition le dia- 
gramme du mouvement. C’est ainsi que la position A {fig. 2 23) 
correspond au point A, du diagramoae obtenu en portant üa = t 
et ûa = OA = e. 

Dans le cas particulier du mouvement rectiligne uniforme, 
la loi du mouvement : c — vt est du premier degré en e et / et 
le diagramme du mouvement est une droite A passant par û, 
telle que, au bout d'une seconde : ÛU = i , l’espace parcouru 



soit ÎQV = V. La vitesse du mobile est exprimée par le même 
nombre que le coefficient anyidaire de la droite A. Plus le mo- 
bile va vite, plus l’angle de A avec Lîl est grand et inversement 
plus le mobile va lentement, plus cet angle est petit. 

La trajectoire xy suivant laquelle a lieu le mouvement étant 
ici une droite, nous pouvons la placer parallèlement à Qe de 
façon que l’origine soit sur Qt {fig. 224). Le point A est alors 
la projection de A, sur xy, puisque OA = aA, et l’on peut dire 
que le mouvement da mobile sur sa trajectoire rectiligne xy, est 
la projection du mouvement du point représentatif sur son dia- 
gramme. 

Si l’on avait supposé que le mobile ne soit pas à l’origine des 
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espaces, au temps zéro, on aurait obtenu pour l'équation dm 
mouvement : 

e = vt 

c, étant l’abscisse de la position initiale. Le diagramme corres- 
pondant serait la parallèle A' à A passant parle point Pi, tel que 
i2P. = OP =r Co. Si, au lieu d’un seul mobile, on étudiait 
plusieurs points en mouvement sur le même axe, il suffirait 
chaque . fois de tracer sur le même diagramme les droites qui 
correspondent à ces mouvements. C’est ainsi que les droites D 
et A' sont ici les diagrammes des deux mouvements représentés 
par les équations : 

c = — o.aa < -4- 1,4 
e — 1,5 < — a, 6 

et l’on volt sur le diagramme que la rencontre des deux mobiles 
a lieu au temps Û'J. = 2,4, et au point M tel que OM = 
/j,Mi — 1. 

C’est par cette méthode que l’on construit les graphiques de 
chemins de Jer, permettant d’étudier les mouvements des trains, 
leurs croisements, les heures des passages aux diverses gares, la 
distance de deux trains allant dans le même sens, etc... 


328. Mouvement circulaire uniforme. — lin autre cas 
particulier important du mouvement uniforme est celui où la 
trajectoire est un cercle {fig. 225). Sup- 
posons qu’au temps zéro le mobile soit 
en O, et qu’il tourne sur le cercle dans le 
sens de la flèche, avec une vitesse v, 
c’est-à-dire qu’il parcourt un arc de lon- 
gueur V dans l’unité de temps. Au bout 
d’un temps t, positif ou négatif, il aura 
parcouru un arc e — vt. Si par exemple 
V = 0,5, le rayon étant égal à i, et que 
t = 52 secondes, on a c = 26 radians = i655''^ : le mobile fait 
4 tours complets et parcourt l’arc OA = 55^ environ. 

Un tel mouvement s’appelle parfois mouvement de rotation 
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9 mi forme (±06, 318). Son diagramme est une droite, comme 
'dans le cas du mouvement rectiligne uniforme. On voit qu’il 
faut bien se garder de confondre les mots « trajectoire » et 
■ <( diagramme ». Il est d’ailleurs ici impossible d’étudier direc- 
tement les positions du mobile sur sa trajectoire en projetant les 
|>ositions correspondantes du point qui décrit le diagramme. 

Des arcs égaux étant parcourus en des temps égaux, les 
angles au centre balayés par le rayon CA sont égaux. On appelle 
■vitesse angulaire u du mobile A l'angle dont tourne le rayon 
CA dans l’unité de temps, ou, de façon plus précise, le rapport 
'Constant de l’angle dont tourne ce rayon au temps employé pour 
cette rotation. Les angles sont évalués en radians (262). Si le 
cayon du cercle est R, on a dans l’unité de temps : v = arc AA', 
U — angle AG A', donc : 

V = <«R. 

On voit que tous les points du rayon CA décrivent des cercles 
.quand ce rayon tourne et que les vitesses angulaires sont les 
mêmes pour tous ces mouvements; quant aux vitesses linéaires, 
elles sont d'autant plus grandes d’après la formule v =r= wll que 
les points sont plus loin du centre. 

Le mobile parcourant l’arc w radians en i seconde, parcourt 

l’angle de i radian en un temps et par suite il fait un tour 

complet en un temps G — — . Ce temps 0 s’appelle la période du 
mouvement. Inversement, si le mobile met un temps 6 pour 

ÎÎTC 

revenir à son point de départ, sa vitesse angulaire est w = - j- 
C’est ainsi que la Terre qui fait un tour en 24 heures a une 
vitesse angulaire o) — ~ 7*3 . lo"’’ C. G. S. (61). 

Lorsqu’il s’agit d’un mobile qui a une grande vitesse angu- 
laire, on appelle fréquence le nombre de tours n = ^ == — qu il 
effectue en une seconde; c’est ainsi qu’un gyroscope faisant 
«5oo tours par, minute a une trequence de — 20 . 
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Les exemples de mouvement «irculBireuntforine'' se reâa&e»- 
trent assez fréquemment en pratique : roues de moulin, volaitts 
de machines h vapeur, rouages d’une montre, roues d’une Io«>ô- 
motive considérées par rapport à la locomotive elle-m^e, éfc. .. 

329. Mouvement rectiligne varié. — Supposons main- 
tenant qu’un mobile décrive une droite xy {fiy. 226) d’un mou- 


0 A B 

* « i i M ^ ^ _ 

Fîg. aaG 

vement quelconque. Nous allons préciser pour un tel mouvement 
la notion vulgaire de vitesse. 

Si dans un temps T le mobile va de A en B, parcourant ainsi 
un certain espace E, il est commode d’imaginer un mobile fictif 
qui partant de \ en même temps que le mobile réel arriverait 
en B en même temps que lui, mais qui marcherait d’un monve- 

E 

ment uniforme ; la vitesse V = de ce mobile fictif s’appelle la 

vitesse moyenne du mobile réel de A à B. C’est ainsi qu’un 
train partant de Marseille à 6 heures du matin et arrivant à 

Lyon à midi, a une vitesse moyenne de = 58 kilomètres ^ 

à l’heure ou encore — 1620 G. G. S. environ. Mais 

ce premier renseignement est assez vague et ne nous donne 
pas la vitesse du train à son passage à un endroit donné du 
parcoürs. 

On appelle vitesse du mobile au point A la limite de la vi- 
tesse moyenne qu’il a dans l’intervalle AB, quand cet intervalle 
devient de plus en plus petit, B tendant vers A. 

Nous allons ramener cette importante notion de vitesse à 
celle de dérivée qui lui est au fond complètement identi- 
que (152 et suivants). 

L’origine des espaces sur xy étant un point O arbitraire, le 
mouvement sera connu si, à chaque instant t, on connaît l’abs- 
cisse e = OA qui définit la position du mobile, c’est-à-dire si 
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l’on connaît la fonction e=/(/) (130). C'est mnsi que le 
mouvement uniforme est défînt par e = vt 4- (327). Au 

bout du temps t -h h, l’abscisse est devenue c -t- 4, le mobile 
ayant parcouru l’espace k dans le temps h avec une vitesse 

moyenne I — •^. Quand l’intei-valle de temps h 

tend vers o, la limite de ce rapport est par définition la dérivée 
/'{l) de la fonction e = f{t) par rapport au temps. C’est d’autre 
part la vitesse au point d’abscisse e, on a donc : 

«=/(<). 

f/fit vitesse est à chaque instant la dérivée par rapport cm temps 
de l'espace parcouru. 

330. — Si l’on construit le diagramme F d’un tel mouve- 
ment (Jîg. 227 ), et que l’on place comme nous l’avons déjà fait 



la trajectoire xy parallèlement à ùe, les points A, B, ... de xy 
correspondent aux points A,, Bi, ... du diagramme d’ordonnées : 
ôKt = ûa = ÔA; jSBi = Û 6 = OB, ... Lem^ile passe en A 
au temps t = Qcc. et en B au temps t -h h — Ûj5. Le mobile 
fictif qui irait d’un mouvement uniforme de A en B, aurait 
comme diagramme une droite A passant par Ai’et Bi, droite qui 
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est par suite parfaitement déter minée . Si Ton remarque que 
l’on a, d’une part, AB = ab = HBi = ky et, d’autre part, 
ojS — AiH = h, on voit que la pente de A est la vitesse 
moyenne du mobile de A en B. 

Si h tend vers zéro, B tend vers A et par suite Bi vers Ai ; la 
position limite de A est la iamjente (153) AiT en A à la courbe F. 
Le coefficient angulaire de la tangente est la vitesse en A. 
On retrouve, comme on devait s’y attendre, la propriété de la 
vitesse d'être la dérivée de l’espace parcouru. 

Le diagramme d’un mouvement permet, avec un peu d’habi- 
tude, de voir immédiatement quelles les sont diverses particula- 
rités de ce mouvement. En remarquant qii’ici le mouvement 
de A sur sa trajectoire xy est la projection du mouvement de Ai 
sur son diagramme, on voit qu'à l'origine des temps le mobile 
est en N, il passe en O au temps ti — iîO,, sa vitesse diminue 
jusqu’en P où elle s’annule ; le mobile rebrousse chemin, 
repasse en O au temps L^ — Q,Oi; puis sa vitesse s’annule à 
nouveau au point Q, il repasse en O au temps U = ÛO 3 ; etc... 

331 Mouvement uniformément varié. — Le plus im- 
portant de tous les mouvements rectilignes à vitesse non cons- 
tante est celui d’un mobile dont la vitesse augmente ou diminue 
de quantités égales en des temps égaux; on l’appelle mouvement 
rectiligne uniformément varié. Dans un tel mouvement, V accélé- 
ration est la quantité positive ou négative dont s'accroît la 
vitesse dans l’unité de temps, ou, de façon plus précise, le rap- 
port constant d’un accroissement de vitesse au temps qu'il a fallu 
pour l’obtenir. L'unité d’accélération dans le système G. G. S. 
est l'accélération d’un mobile dont la vitesse évaluée en « cen- 
timètres par seconde » s’accroît de i centimètre par seconde ; 
on la désigne parfois sous le nom de « centimètre-centimètre 
par seconde » . 

Si g est l'accélération d’un mobile de vitesse au temps o, 
au temps i sa vitesse sera -f- ^ ; au temps 2 ce sera -4- 2 ^,. .. 
et l’on verra sans peine que, de façon plus générale, au temps t 
la vitesse du mobile sera Uq "+■ 3 L Quant à la loi des espaces : 
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e — f{t), elle sera telle que l’on ait : u = / (/) = i\ 4- (jl. 11 
résulte des propriétés déjà connues ( 155 ) que la fonction 

« =/(0 = i î/<* 4 - Vot -h «0 

dans laquelle eo est une constante quelconque donne bien 
y '(/) =1^0-+“ [jt ; nous admettrons qu’il n’y a pas d’autre fonc~ 
lion f{t) pouvant convenir. Si l’on remarque que pour / = o, 
on a e = Cq, c’est-à-dire que est l'abscisse du mobile au 
temps O, on voit que cela revient à admettre qu’il n’y a qu'un 
mouvement uniformément varié possible pour lequel Je mobile 
soit à une époque donnée en un point donné avec une vitesse 
•et une accélération données. 

Un mouvement uniformément varié ayant comme équation : 
^ ==r ^ gii -h VqI -h son diagramme est une parabole ( 160 ). 

On prend parfois comme origine des temps Tépoque à la- 
-quelle la vitesse du mobile est nulle, la position correspondante 
étant prise comme origine des espaces. Avec ces hypothèses, les 
formules s’écrivent : 

v = gt 

ce que l’on énonce : dans le mouvement uniformément variée les 
vitesses sont proportionnelles aux temps et les espaces aux carrés 
des temps employés à les parcourir, mais on voit que ces énon- 
cés supposent certaines hypothèses qu’il est indispensable de 
préciser. 

332 . — On établit en physique que la chute des corps sui- 
vant la verticale, abstraction faite de la résistance de l'air, est 
un mouvement uniformément varié, dont l’accélération g cons- 
tammentdirigée verslebasa comme valeur absolue ^ == 981 CGS ; 
la vitesse d’un corps qui tombe s’augmente donc de 9"™, 81 par 
seconde; s’il part du repos, on verra ainsi qu'au bout d’une se* 
conde, il a parcouru environ; au bout de 10 secondes, 
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490 mètres; au bout d’une minute, 18 kilomètres, etc... En 
réalité, au bout de très peu de temps la résistance de l’air rend 
la chute sensiblement uniforme. 

Supposons, pour donner un exemple des problèmes que ron 

peut se poser sur la chute des 
corps, qu’une pierre soit lancée 
de bas en haut, en un point O 
d’une verticale xy {/ig. 228), 
avec une vitesse initiale de 12 
mètres par seconde, soit 1 200 
C. G. S. Cherchons pendant 
combien de temps et à quelle 
hauteur elle montera; cherchons 
enfin combien de temps il lui 
faudra pour redescendre jus- 
qu’au point de départ. Prenons 
pour sens positif sur xy, le sens 
de X vers y» Les formules du 
mouvement sont ici, en remarquant que Ca — o, uo == i 200, 

// = — 981 : 

e — — - 081 (* + ï 200 ( 

2 ' 

V — — 981 i -h 1 200 . 

La vitesse de la pierre s'annule au bout d'un temps : t = = *% 2* 

La hauteur atteinte est : 



e 


1 1 200^ 

2 981 


i 200^ I 1 200^ 

98 1 '^981 


720000 

981 


= 734 


c. G. S. 


soit un peu plus de 7 mètres. La pierre repasse au point 0 , à 
une époque l telle que : — ^ 981 1 ’ H- 1 200 1 = o, équation 
qui a deux racines. La racine o qui correspond au début du 
phénomène ne convient pas. On a donc : / = — 2", 4, 

temps double de celui que la pierre avait mis pour monter. La 
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vitesse qu’elle a est à cet instant : 

2.1 200 

981 . ô h 1 200 = — 1 200 

90 1 

Elle est égale en valeur absolue à la vitesse que la pierre avait 
au départ. Le diagramme de ce mouvement a été tracé ci- 
ôontre 228); nous avons déjà dit que c'est une parabole. 
On a pris comme unité de longueur sur Taxe des espaces une 
longueur de i mètre. 

333. Mouvement oscillatoire. — Nous allons étudier 
encore un exemple de mouvement varié. 

Imaginons qu*un mobile M parcoure un cercle de centre 0 * 
{Jifj- 229) d*un mouvement uniforme, et cela dans un sens* 
quelconque, par exemple dans le sens 
de la flèche. Le mouvement de sa 
projection A sur xy est un mouve- 
ment oscillatoire. On voit, en efl’et, 
que ce point A oscille constamment ^ 
entre P et Q. On appelle parfois élon 
gation l’abscisse ÔA = e qui définit 
la position du mobile au temps t. La 
longueur OP = OQ = R est Vam- 
plitiide du mouvement. Ce mouvement est dit périodique 
parce qu'il se reproduit à des intervalles égaux si ; w est la 
vitesse angulaire du point M, la période est comme on la vu 

0 = ^ (328) et \a fréquence n = = - • 

Supposons qu'à l’origine des temps, le mobile A soit en 0 ,. 
M étant en N ; au bout du temps /, M a décrit un arc NM égal 
à w/, et par suite féiongation de A est : 

e == 1\ . cos ( — ~ -h (0/ j = R . sin iot. 

Pour avoir la vitesse à chaque instant, il faut, comme nous le 
savons, dériver R.sino)/ (329). Nous laissons au lecteur le 
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soin de faire ce calcul, de tous points analogue au calcul de 
dérivation de sino: ( 178 ) ; il en déduira sans peine pour la 
vitesse la valeur : 


t; = Rc«> cos u>/. 

Il est facile, à l’aide de ces formules, d’étudier le mouvement 
dans tous ses détails. On verra ainsi que le mobile va de O 
vers P, avec une vitesse qui décroît depuis wR jusqu’à o en P; 
puis le mobile rebrousse chemin et repasse en O, sa vitesse 
croissant constamment en valeur absolue de o à wR. Le mobile 
va ensuite de O vers Q, la vitesse s'annulant de nouveau en ce 
point ; enfin il revient vers O, avec une vitesse qui croît 
jusqu’à o)R. Les temps employés sont les mêmes pour aller 

de O à P ou de P à O, etc... et égaux à en désignant par 

^ le temps total. Puis le mobile reprend le même mouve- 
ment, et recommence une deuxième oscillation complète qu’il 
accomplit dans le temps 9 et ainsi de suite. Le temps ^ employé 

pour aller de P en Q, ou de Q en P, donne la durée d’une 
oscillation simple. 

Un tel mouvement, ayant comme équation : c = R . sin «/, 
aon diagramme est une sinussoïde dans le cas particulier où 



R — I , et ou w = I , ce qui correspond à une période de 
6 secondes environ ; dans le cas général, on a une courbe de 



CI!SÉBiATlQU& 


4i3^ 

forme analogue mais à spires plus serrées ou plus allongées 
suivant les cas. Le tracé a été fait {'fig. aSo) pour une amplitude 
R = 2,5 et une fréquence de i. 

Les mouvements oscillatoires se trouvent fréquemment dans 
la nature, mais leurs amplitudes sont souvent très faibles. On 
les trouve dans les phénomènes ]umineu>;, acoustiques, dans les 
vibrations de lames élastiques, etc.... Si Ton regarde un volant 
en se plaçant dans son plan, chaque point du volant semble 
animé d’un mouvement oscillatoire. Signalons enfin que pour 
des oscillations de peu d’amplitude d'un pendule (324) le point 
matériel suspendu décrit sensiblement un segment de droite 
avec un mouvement oscillatoire; la durée i de chaque oscillation 
simple est donnée par la formule que nous ne démontrerons pas : 

t z= 71 ; dans celte formule l est la longueur du pendule et 

^ = 981 est l’accélération de la chute des corps. 

334. Mouvements simples des corps solides. — Parmi 
les mouvements dont peut être animé un corps, nous ne parle- 
rons que des trois principaux : la Iranslaiion, la rotation^ le 
mouvement hélicoïdal. 

Dans le mouvement de translation rectiligne (213, 317)^ 
chaque point du corps décrit une droite, ces diverses trajèc- 
toires étant d’ailleurs parallèles entre elles. Les chemins décrits 
dans un même temps ayant la même longueur pour les divers 
points du corps, la loi du mouvement est la même pour tous ces 
points et, en particulier, la vitesse a la même grandeur pour tous 
les points du corps. Le mouvement est dit uniforme quand 
cette vitesse garde une valeur constante pendant tout le mouve- 
ment. 

On a des exemples de translation rectiligne dans le mouve 
ment d’un tiroir, d’une porte à glissière, d’une tige de piston, 
d’un traîneau sur la glace, d’un corps qui tombe, etc... etc... 

Dans le mouvement de rotation (106, 318), les divers points 
du corps décrivent des cercles ayant comme axe commun Vaxe 
de rotation. Les angles dont tournent ces points dans le même 
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temps étant les mêmes, la vitesse angulaire tù a la même grsui- 
(leur pour tous les points du corps. Le mouvement est dit uni- 
forme quand cette vitesse angulaii-e garde constamment la même 
valeur. Quant à la vitesse linéaire, elle est d’autant^plus grande 
que le point considéré est plus loin de Taxe de rotation (32®). 

On a des exemples de mouvement de rotation dans les mou- 
vements des rouages d*unc montre ou d’une horloge, des arbres 
d’une machine, des volants ou poulies qu’ils entraînent, des 
charnières d’une boîte, des gonds d’une porte, des plaques 
tournantes des gares, etc. . . On trouve les deux mouvements 
de translation et rotation associés dans un grand nombre de 
cas. C'est ainsi que pour utiliser une clef on lui fait subir un 
mouvement de translation qui l’introduit dans la serrure, puis 
un mouvement de rotation |>our faire jouer le pêne qui prend 
un mouvement de translation. On en trouvera d’autres exemples 
plus ou moins complexes dans les mouvements d^une courroie 
do transmission, des roues d’un wagon, d’un cerceau, d’une 
.bille, d’une toupie, etc... etc... 

335. — Le mouvement hélicoïdal est un cas particulier inté- 
ressant de la combinaison des deux mouvements de translation 
et de rotation. C’est le mouvement d’un tire-bouchon, d’une vis 
que l’on enfonce dans du bois, etc. . . 

Pour le définir de façon rigoureuse, prenons d’abord le cas 
simple d’un point matériel A {fig- 23 1) se déplaçant à la sur- 
face d’un cylindre de révolution d’axe Oz (238). Si ce point 
était animé d’un mouvement de rotation uniforme autour de Oz 
de vitesse angulaire w, il se trouverait au bout du temps l en a, 
ayant tourné d’un angle w/; s’il était animé d’un mouvement 
de translation parallèlement à Oz de vitesse A, il se trouverait 
en a, ayant parcouru un segment ht. Supposons maintenant 
qu’au bout du temps t, le point A soit venu en A' sur la géné- 
ratrice du point a et le parallèle du point a ; il a tourné de 
l’angle et s’est élevé de ht. Si l’on définit de même pour 
chaque valeur de t la position du point, w et h ayant toujours 
les memes valeurs, on dit que ce point est animé d’un rnouve- 
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ment héHeaïdal. La trajectoire de A est une hélice d’axe Oî. 
On vent que ïab^isse curviligne de A' qui est l'arc Aa %al 
à Eut, et sa cote ali' égale à ht sont des grandeurs dont le 

l\fO 

rapport garde une valeur constante : -j - . Quand l augmente 



Fig. 23 i 

de — , l’angle de rotation augmente de 27r, et le point A se re- 
trouve sur la même génératrice ; il s’est élevé sur celle généra- 
trice d’une quantité p — kh = BG qu’on appelle le pas de 

l’hélice. On a d’ailleurs d’où p L are AMli 

n P ‘ w 

d'hélice s’appelle une spire. 

On peut remarquer que, si Ton suppose la surface du cylindre 

formée d’une feuille de papier enroulée, et que l’on déroule 

cette feuille en la fendant suivant une génératrice AG (273), ce 

qui donne le rectangle AGGiG'i, l’hélice trajectoire du point A 

se déroule suivant des portions de droite parallèles Alîi, BCi, 

1 . r 1 s A'iUi A'a kl h 

etc. . . de ponte égalé a • 

336. — Il est facile maintenant d’imaginer un mouvement 
dans lequel chaque point décrit une hélice de même axe. Dans 
un tel mouvement, chaque point tourne pendant le temps <d’un 
angle et s’élève d’une quantité ht ; toute parallèle à l’axe Oz 
reste parallèle à elle-même ; tout cercle d’axe Oz garde encore 
Oz comme axe. Si l’on {urend deux points A et P d’un cercle 
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d axe Oz, leurs trajectoires sont deux hélices se déduisant Tune 
de Tautre par une rotation d axe Oz et d'angle constant. Un tel 
mouvement, que l'on appelle mouvement hélicoïdal^ est défini, 
comme on le voit, par la connaissance du mouvisment d’un 
point A quelconque. 

Remarquons que les diverses hélices, trajectoires des divers 
points du corps, ont le même pas, mais elles diffèrent cependant 
sensiblement de forme : les points les plus voisins de Oz décri- 
vent des hélices presque confondues avec Oz; à la limite on 
trouverait un mouvement de translation suivant Oz. Au con- 
traire les points très éloignés décrivent des hélices de très grand 
rayon, mais de spires très serrées ; on peut presque dire que le 
mouvement d’un tel point est un mouvement de rotation. 

Une vh a, comme on le sait, la propriété de coïncider cons- 
tamment avec ellc-niêmc si on lui donne un mouvement 
hélicoïdal convenable; un tel mouvement est réalisé en pratique 
par la présence d’un écrou. Quand l’écrou reste immobile, la 
vis prend un mouvement hélicoïdal par rapport à lui ; inverse- 
ment si la vis est immobile, c’est l’écrou qui a un tel inouve- 

ment. Le rapport constant j[ — des caractéristiques 

de la vis ; il en est de même de son pas />. 

Faisons remarquer, pour terminer ces très brèves notions sur 
le mouvement hélicoïdal, que l’on obtient des hélices non super- 
posables, comme le lecteur s’en assurera aisément, suivant que 
le mouvement d’ascension de la vis par rapport à son écrou 
correspond à une rotation dans le sens inverse des aiguilles^ 
d’une montre ou à une rotation dans le sens des aiguilles. Le 
premier cas est le plus fréquent, et l’on dit parfois, sous forme 
imagée, que « les aiguilles d’une montre passent leur temps à se 
visser ». Dans le cas contraire, on a une « vis à gauche ». 


Exercices. — 102, 108, 148, 146, 870, 471, 472, 478, 474, 476, 

476, 477, 478, 479, 480, 481, 482, 488, 484, 486, 486, 487, 488, 
489, 490, 491, 492, 498, 494, 496, 496, 497, 498, 499, 500. 
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CIIAPITUE 1 

NOMIUIES ENTlEllS 

A. — “ 1 - — Permuter les chiiTres 5 , 8, !\ cl du nombre 
5789462 de façon à lui donner la plus {^nande valeur [)ossible. 

A. — 2. — Combien y a-t il de jours du 22 juin 1899 au 
22 décembre 1899 en y comprenant c.cs deux jours ? Combien 
y en a-t-il du 22 décembre 1899 au 22 juin 1900 ? 

A.. — 8. — En un lieu donné, le soleil sc lève le 22 juin à 
3*‘58 et se couche à 2o’'5 ; la même année, il se lève le 22 dé- 
cembre à 7‘‘54 et se couche à i 6 ’' 4 . De combien de minutes 
la durée du jour a-t-elle varié d’une date à raulre ? 

A. — 4. — Classer par ordre de grandeur toutes les puis- 
sances de 2, 3 et 5 inférieures à 10000. 

C. — 6. — On veut assembler les parois d’une caisse dont 
les dimensions sont en centimètres 22 X 82 x 54 . Combien 
faudra-t-il de pointes, si l’on en met au moins une par 5 cen- 
timètres ? 

C. — 6. — Combien peut-on mettre de livres de dimensions 
i6‘'“ X 24*""' et d’épaisseur 4 *’™ dans une caisse de dimensions 
15 **“ X 42*““ X 5 o‘’“ ? 

C. — 7. — En quelle année, le mois de février aura-t-il 
pour la première fois 5 dimanches ? 


(9 Les exercices les plus faciles sont marqués Jt, ceux de difficulté 
moyenne B ; enfin les plus difficiles sont marqués C. 




A. Sainte-Laguô. 
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EXERCICES 


IJ. — 8. — Ecrire le nombre i ooo en numération binaire. 
L'écrire en numération duodécimale. 

11. — 9. — Le nombre i ooo ooo étant écrit en numération 
binaire, récrire en numération duodécimale. 

11 . — 10. — Montrer que les nombres i, 4, g, 100/121, i44» 
i6g, sont des carrés parfaits quel que soit le système de 
numération de base égale ou supérieure à 10 dans lequel on les 
sup[)Ose écrits. 

II. — 11. — Montrer que les nombres 1,8. i SSi sont des 
cubes parfaits dans tout système de numération de base au 
moins égale à 10. 

II. — 12. — Dresser la liste des produits de tous les nom- 
bres de un cbillVc par des nombres de un chinVe dans le système 
duodécimal. 

C. — 18. — Montrer que des longueurs de 2*'*“, 4*^”» 
8"'”, 32**"*, 04"*“, ajoutées bout à bout permettent de me- 

surer à !*'“* près toutes les longueurs inférieures à i‘“,27. 

C* — 14, — Les nombres a et n étant des entiers, prouver 
que Ton a pour n > i l’inégalité : (i -H a)” > i 4- na. 


GHA^PITOE II 

inVISnULlTK NOMBRES IHIEMIERS 

A. — 16. — Une personne qui travaille 5 jours de suite et 
se rej>ose le 6*“% oommcnceà travailler un mardi. Au bout de 
combien de jours se reposera4-elle pour la première fois un 
dimanche 

H. — 16. — Un nombre divisible par 6 reste encore divi- 
sible par 6 si l'on change l’ordre de ses chUTres, pourvu qu’on 
ne touche pas au dernier. 

II. — 17. — A quels caractères pent-ûn reconnsdtro qu’un 
nombre est .divisible par 45 ? 

C* — 18. — Quelles sont les pesées que l'on peut faire en 
n’utilisant que les cinq poids suivants : i®', 9**% 27»% 818' > 

On supposera que ces poids peuvent être nais dans l’un quel- 
onque des plateaux, de la balance. 
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B. — 19. — Peut-on effectuer une pesée à ip** près en n’uli- 
ilsant que des pièces de o‘%o5, qui pèsent 5^^", et de o^',25, qui 
pèsent 7»*^? 

C. — 20. — Peut-on obtenir une longueur de 10' '“ en em- 
ployant exclusivement des pièces d’argent de 1*" de dia- 

mètres respectifs 37"**“, 27™'", 23“"* et en les mettant cote a côte? 

C- — 21. — On place une longueur AB contre un mètre 
divisé en centimètres, de foçon que le point A soit au zéro de la 
graduation ; contre Textrémité B, on dispose une réglette, 
appelée « vernicr », de /|f)‘‘"* de longueur divisée en 5o parties 
égales. Si la longueur AB ne comprend pas un nombre exact de 
centimètres, montrer que deux traits consécutifs du vernier se 
trouveront compris entre deux traits du mètre divisé. Que peut- 
on déduire pour la longueur de AB de la lecture de ces trails ? 

C. — 22. — On veut dresser un « crible d’Eratostbène » en 
mettant sur la première ligne les entiers i, 2, 3, ... 29, 3o; 
sur la seconde ligne, et au-dessous des nombres de la première, 
3i, 32, 33, ... Sç), Go cl ainsi de suite. Montrer qu’il y a des 
colonnes de nombres dont aucun n’est premier. 

A. — 23. — Décomposer en fadeurs premiers les nombres 
6o4 800 et 12 2.09. 

A. — 24. — Les nombres 1 009 et i 007 sont- ils prerniers? 

A. — 25. — Le nombre 2'’.3‘^.5®. 7® est-il un carré parfait? 
Est-il un cube parfait? 

A. — 26. — Le produit de trois nombres entiers consécutifs 
est-il toujours divisible par G? 

B. — 27. — Décomposer en facteurs premiers leproduitdes 
loo premiers nombres. 

B. — 28. — Quels sont les facteurs premiers que Ton est 
certain de trouver .si l’on décompose en facteurs premiers le 
produit de douze nombres entiers consécutifs. 

B. — 29. — Une égalité telle que ab — crf — i ne peut 
avoir lieu entre quatre entiers a, 6, c, d que si a ou c d’une part 
et b ou d d’autre part sont premiers entre eux. 

B. — 30. — Deux entiers consécutifs sont toujours premiers 
entre eux. En est-îl de même de deux entiers dont la différence 
est 7 ? 
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ExencicES 


A. — 31. — Quel est le plus grand commun diviseur des 
deux nombres 86 /joo et 22 680 ? Quel est leur plus petit com- 
mun multiple ? 

C- — 82. — Quel est le plus petit cube en maçonnerie que 
Ton peut faire avec des briques de dimensions : i8‘ ®x 
On suppose que les briques sont disposées de façon que leurs 
côlés égaux soient toujours parallèles, llésoudre la même ques- 
tion en tenant compte de ce que deux briques voisines sont 
séparées par une épaisseur de 1**'“ de mortier ? 

C. — 33. — On veut parqueter une salle, de 3'",5o sur 
4”‘»55, avec des carrés de marqueterie dont les dimensions soient 
aussi grandes que possible. Quelle sera la longueur du colé de 
ces carrés ? 

C. — 34. — Tout le long d’une bordure reclangulaire de 
ir)'“,6o sur 1 on veut planter des arbustes en les plaçant 
à égale distance les uns des autres. Quelle sera cette distance, si 
l’on veut mettre environ un arbuste par mètre courant avec 
un arbuste à cliaque coin de la bordure? 


CIlÂinTUE 111 

FHACTIOÎSS UACIXES 


A. — 35. 

i 3 . 12.1 1.10.9 


Simplifier les fractions 


1.2. 3 . 4. 5 . 

^ 00 rv- • 14.13.12.1 1.10 

A. — 86. — Diviser — 


J_! 7jl5 * 

2.4.6.8.10.12 


12.1 1.10.9.8 
i. 2 . 3 . 4 . 5 ~ 


et 


C. — 37. — Classer par ordre de grandeur toutes les frac- 
tions irréductibles telles que la somme de leur numérateur et 
de leur dénominateur soit au plus égale à 10. 


C. — 38. — Un joueur joue, à chaque partie, ~ de la somme 

qu’il possède à ce moment-là. Montrer que, quel que soit l’en- 
tier fl, le joueur perd toujours, si le nombre des parties gagnées 
est le même que celui des parties peixliies. On montrera égale- 
ment que, quel que soit le nombre des parties gagnées ou 
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perdues, il ne retrouvera jamais exactement la somme qu’il 
avait au début. 

— 39. — Est-il plus avantageux de prendre deux mor- 
ceaux de sucre de « 90 à la livre », ou un morceau de c< 120 à 
la livre » et un de « 60 à la livre » ? On dit que des morceaux 
de sucre sont de w 90, 120, ... à la livre » lorsqu'il en (aut 90, 
120, ... pour faire un demi-kilo. 

— 40 . — On suppose qu’une balle, lAchée à 5 ™ de hau- 
teur, rebondit du tiers de sa hauteur, puis retombe et rebondit 
du tiers de cette nouvelle hauteur et ainsi de suite. Après com- 
bien de bonds ne remontera-t-clle pas a plus d’un centimètre? 

K. —41 — Un examen porte sur deux matières alTectces 
des coefficients 7 et 3 . Le résultat doit être note de 1 à 10 a un 
demi-point près, chaque matière étant notée séparément de i à 
10 à un point près. Dresser un tableau carré donnant, par une 
simple lecture, la note définitive d’un examen quelconque, con- 
naissant les notes obtenues pour chaque matière. 

,\, — 42 . — Si un gaz, pris à o", est maintenu à pression 

constante, son volume augmente environ de ^ dn volume pri- 
mitif pour chaque élévation de température de i". A quelle tem- 
pérature faut-il porter ce gaz, si l’on veut que son volume 
s’accroisse de un cinquième ? 

— 43 . — L’herbe d’un pré a 5 "“ de hauteur lorsqu’on 
y met un bmuf, qui, le premier jour, broute une surface de 
20“*. Si l’on suppose que l’herbe pousse d’un quart de centi- 
mètre par jour, quelle doit être la surface du pïé pour que le 
bœuf ait tous les jours une quantité d^ierbe sullisante? 

B. — 44. — Deux fractions ayant comme numérateur 
l’unité, montrer qu’il en est de même de leur dill’érence, si leurs 
dénominateurs sont deux nombres entiers consécutifs. 

IJ. — 45. — Deux fractions ayant comme numérateurs 
l’unité, en est-il de même de leur dill'érence, si les dénomina- 
teurs sont deux nombres pairs consécutifs ? Généraliser. 

B. — 46 . — a et 6 étant deux entiers, classer par ordre de 
grandeur les fractions ^ y ^ 
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EXE»aC€S 


A. — 47 . — Développer en fractions décimales et . 

A. — 48 . — Mettre sous forme de fractions ordinaires les 
nombres décimaux 0,626 et 2,6876. 

C. — 49 . — Sachant que ^ est une fraction périodique de 

période i42 867, en déduire que les produits de ce nombre par 

I, 2, 3 , 4 , 6 ou 6 sont formés des mômes chiffres. 

C. — 60 . — En désignant par a, 6, c, ... m les chiffres 

successifs de la fraction périodique o, ai>c ... mabc ... m ... , 

montrer que cette fraction est le développement de la fraction 

. abc ... m 

ordinaire 

999 ••• 9 

C. — 61 . — Donner tous les dénominateurs de fractions 
irréductibles qui, mises sous formes de fractions périodiques, 
ont des périodes de i , 2 ou 3 chiffres. 

C. — 52 . — Dresser la table des quarts des carrés des nom-* 
bres de I à loo. Utiliser une telle table pour avoir le produit 
dedeux entiers quelconques, de somme inférieure à 100, en 

s appuyant sur Tidentilé : ab = 

A. — 63 . — Calculer, à un dixième près : y/7243 . 

A. — 54 . — Calculer à près : 1^7 . 

B. — 65 . — Classer \/a , < 7 ^ , \/ 4 . V^7, V^8. \/9 

par ordre de grandeur. 

C. — 56 . — Quelles sont les dimensions d'un cylindre ayant 
un liti^ de capacité, étant donné que sa hauteur est égale au dia- 
mètre de sa base ? 

11. — 67 . — Quel est le rayon d'une sphère en fer pesant 
La densité du 1er est 7,7,. 

CIUPITBE IV 
I^IESCllE DES GUAXDEÜKS 

Av — 58. — Calculer a, 6 et c dans les proportions : 

9 _ _b _c_ 

7 a 8 6* 
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AaS 


C. — 69. — Les deux proportions suivantes 


y/g + y/c \/_a — \ /c 

v/6 \/b — Yd 


son t-elles cqu i valentcs ? 


a c 


6 “ci 


et 


B. — 80. — Un ouvrier qui travaille G jours par semaine 
économise un cinquième de son salaire journalier. Quel est le 
nombre de jours de chômage qu’il ne devra pas dépasser en un 
an, pour que ses recettes puissent équilibrer ses dépenses ? 

B. — 61. — Combien faudra-t-il approximalivement de 
voyelles pour imprimer iG pages d’un volume, sachant que 
chaque page comprend 3 G lignes de 54 caractères environ, et 
que, sur loo lettres, on trouve en moyenne i8 fois « c », 8 fois 
« a », 7 fois « i », 7 fois « u », 5 fois « o » et 3 fois « y » ? 

C- — 62. — Un élève a dans sa semaine 8 heures déclasse de 
mathématiques, 5 heures de physique ou de chimie, 2 heures de 
sciences naturelles, 3 heures d'histoire ou de géographie, 3 heures 
de langues vivantes et enfin 3 heures de philosophie. Il veut leur 
consacrer 26 heures d’études par semaine. Faire à un quart 
d’heure près le partage de ces 26 heures entre ces diverses matières. 

B. — 63. — Le budget de la France comprenant environ 
4 milliards, dont 3 oo millions pour l’instruction publique et 
1100 millions pour l’armée et la marine, quelle est la somme 
que verse pour l’instruction publique d’une part, l’armée et la 
marine d’autre part, un citoyen qui paie 100 fr. d’impôts? La 
part du département et de la commune sera supposée égale à 
54 pour 100. 

C. — 64. — Dans une partie de campagne où se trouvaient 
quatre personnes, la première a fourni les deux tiers des provi- 
sions, le reste étant apporté par la seconde. Les deux autres 
personnes ont versé chacune 3 fr. pour leur part. Faire la répar- 
tition de ces 6 fr. entre les deux premières personnes. 

C. — 65. — L’air est un mélange composé approximative- 
ment de 23 pour cent de son poids d’oxygène et de 77 pour 
cent d’azote. Quelle est la composition en volume de l’air d’une 
pièce de dimensions 4 ”‘ X 5 ”* X 3 "*, sachant que la densité de 
l’oxygène par rapport à Uair est de i, ii i ? Quelle est par rap- 
port à l’air la densité de l’azoîe? 
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U. — 66. — Dans une salle contenant 60™* d’air, combien 
faut-il enlever de litres d air pour les remplacer par le même 
volume d’oxygène pur, si Ton veut que l’air de la salle contienne 
un tiers de son volume d’oxygène ? 

C. — 67. — On a deux récipients contenant l’un 12 litres 
de vin et l’autre 12 litres d’eau; on enlève i litre de vin du 
premier et on le met dans le second. On prend ensuite i litre 
de ce mélange pour le remettre dans le premier récipient. Le 
résultat de ces deux opérations est-il le même que si l’on avait 
opéré cet échange dans Tordre inverse ? 

C. — 68 . — On porte a la Caisse d’épargne postale une 
somme de /|Oo fr. le 10 janvier et on la retire le 20 décembre 
de Tannée suivante. Quelle est la somme qui sera rendue? L’in- 
térêt de 2,5 pour cent ne compte que par quinzaine du i®'’ au 
if) de cba([uc mois et du 16 à la lin du mois. A la fin de chaque 
année, les intérêts sont ajoutés au capital. 

t;. — 69. — A quelle distance peut-on lire Theure sur un 
cadran de i'“, 5 o de diamètre, de façon à ne pas commettre une 
erreur de plus d’une minute? On sait que a l’acuité visuelle »- 
moyenne de l’œil est environ de un trois-millième, c’est-à-dire, 
ici, que deux positions voisines de Taiguille dos minutes sont 
distinguées par Tœil si l’écartement des pointes est au moins le 
trois-millième de la distance de Tœil au cadran. 

A. — 70. — Lorsqu’un navire file a u nœuds », cela veut 
dire que sa vitesse est de a a milles » par heure, le mille étant 
la longueur d’une minute du méridien terrestre. Quelle est alors- 
la vitesse du navire en kilomètres à Theure ? 

11. — 71. — En pratique, lorsqu’un navire file a « nœuds » 
(voir l’exercice 70), on obtient sa vitesse en kilomètres à Theure 
en multipliant a par 2 et retranchant du produit son dixième. 
A partir de quelle vitesse Terreur ainsi commise atteint-elle un 
kilomètre à Theure ? 

A. — 72. — Convertir une vitesse donnée en « kilomètres- 
à Theure » en une vitesse en 0 mètres par seconde ». 

A. — 73. — Quelle est, au plus, Terreur commise en consi- 
dérant comme constant Técarlement de deux verticales prises à 
5 “ Tune de Tautre et ayant chacune 3 *" de longueur? 
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B. — 74 . — Une bougie de 25 **™ de long.a mis pour 
diminuer de longueur de un cinquième ; quelle est la distance 
des traits que Ton marquera sur cette bougie, si Ton veut que 
Tintervalle de deux traits corresponde à un éclairage d’une 
demi» heure ? 

A- 76 . — Delambre et Mcchain ont trouvé pour la lon- 
gueur du degré du méridien terrestre 67008 « toises » ; quelle 
était la longueur en mètres de la u toise » ? 

A. — 76 . — Quelle est en G. G. S. la distance du Soleil à 
Neptune, sachant que cette distance est en moyenne 3 o fois plus 
grande que celle de la Terre au Soleil et que celte dernière est 
parcourue par la lumière en H minutes, à raison de 3 oo 000 
kilomètres par seconde ? 

A. — 77 .— Une main de papier de 26 feuilles pèse 200^'^ 

Les dimensions de chaque feuille sont 32 ‘"‘ x Quel est le 

poids de de ce papier? Quelles sont les dimensions d’un 
carré découpé dans ce papier, s’il pèse un demi-gramme ? 

B. — 78. — Quelles sont la surface des eaux et celle des* 
continents sur la sphère terrestre, sachant que* la première 
surface est approximativement trois fois plus grande que la 
deuxième ? 

A. — 79. — Quel est le volume d’une plaque de tôle de 
de longueur, de largeur et o '"'“,3 d épaisseur? 

A. — 80 . — A quelle distance faut-il placer deux piquets de 
i'",20 de hauteur pour pouvoir mesurer un si ère de bois avec 
des rondins de o'”,8o de long? 

A. — 81 . — Combien faudrait-il jeter de cailloux, de un 
centimètre cube environ de volume, dans un bassin circulaire 
de 3“* de diamètre, pour faire élever le niveau de Teau de un 
centième de millimètre ? 

B. — 82 . — Quelle est la capacité d’un récipient qui, plein 
d’eau, pèse et, à moitié plein, pèse 580^*^? 

A. — 88. — Comparer un centilitre et un centimètre cube. 
Comparer un hectolitre et un mètre cube. 

B. — 84 . — On décèle à l’analyse radioactive grammes 
de radium dilués dans de matières radioactives. Quel poids 
de ces matières faudrait-il prendre pour avoir i de radium ? 
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C. — 85. — Queltes longueurs de fil de fer faut-il prendre 
pour former des poids de o»%5 ; sachant que 

la densité de ce fil est 7,5 et son diamètre î*""" ? Quelle erreur 
entraînerait sur chaque poids une erreur de o**",5 sur la mesure 
de la longueur du fil de fer? Quelle serait l’erreur sur chaque 
poids pour une erreur de o*"“,o5 dans la mesure du diamètre? 

V. — 86 . — Un commerçant a une balance dont les bras 
n'ont pas la même longueur, de sorte qu’un poids mis dans 
Tun des plateaux équilibre dans Tautre un poids supérieur de 
un dixième. S’il vend deux fois de suite i*** de marchandise» 
en mettant les poids marqués d’abord dans l’un des plateaux, 
puis dans l’autre, a-t-il donné au total plus ou moins de 2 **^' de 
marchandises ? 

B. — 87. — Quel est le poids d’une somme de 00 fr., 
sachant que les quatre cinquièmes de cette somme sont en ar- 
gent et le reste en billon, sauf en pièces de nickel ? 

C. — 88. — Quel est le poids le plus grand et quel est le 
poids le plus petit que Tou paisse réaliser avec une somme de 

suivant la nature des pièces dont elle est formée ? 


CHAPITRE V 

ERREURS CALCULS ?îLMÉRIQUES 

C. — 89. — On veut mesurer la durée d’une oscillation 
d’un pendule avec une approximation de un deux-centième de 
seconde. Combien faudra-t-il observer d’oscillations, sachant 
que la lecture de Theure au début et à la fin entraîne chaque fois 
une erreur qui peut atteindre un cinquième de seconde ? 

II. — 90. — On a mesure avec un mètre en bois une lon- 
gueur qui a été trouvée égale à 73 *”, 47 . La longueur du mètre 
employé peut comporter une erreur de chaque transport 
du mètre peut entraîner une nouvelle erreur de Enfin la 

lecture finale n’est exacte qu’à près. Que peut-ou dire 

sur la valeur exacte de la longueur mesurée ? 

C. — 91. — Quelle devrait être la précision d’une balance 
qui apprécierait l’addition à une certaine quantité de lait d’un 
dixième de son volume en eau? La densité du lait est i,o3. 
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Traiter la même ques^on, en supposant qu’il s’agisse d’une 
addition d’eau d’un quart du volume. 

II. — 92. — Quelle serait la précision d’une balance qui 
apprécierait l'existence d’un dépôt de un quatre ccnt*millième 
de millimètre d’argent sur une plaque de verre de 3’'"* de rayon, 
plaque pesant aos'? La densité de l’argent est io,5. 

11 . — .93. — Quelle est la hauteur de la façade d’une maison, 
si cette façade comprend r 3 a couches superposées de briques, 
chaque couche ayant 7''“, 6 d’épaisseur? Quelle est l’erreur 
qu’entraine pour une pareille mesure une erreur de sur 

l’épaisseur d’une brique ? 

II. — 94. • — Divers auteurs ont propose les valeurs appro- 
chées suivantes pour le nombre 


TT = 3 , 14109 îi ()535 ^^9793 


3 

Bible 

V ^3 + \/-i 


v/ 10 

Arabes 

4 W'^ ■+■ V'"*’) 

Cusa 

49 

16 

Bauliajana 

v/ô'i - 4 



Ptoléméc 

^ y/ 121) — 18 ^3 

Koskanski 

120 



y 

Archimède 

i 3 

.SÔ V ' 4 <’ 

Specht 

3 .i 4 it> 

Apollonius 

5 o 1 80 y/ 1 0 

Gergonne 

355 

Métius 

V/3i 



Classer ces diverses valeurs suivant le degré de leur approxi- 
mation. 

95. — Quelle est l’erreur relative commise dans une 

pesée de lo***" effectuée à un dixième de milligramme près? 
Quelle est l’erreur relative commise dans la fabrication d’un 
arbre de machine ayant So'™ de diamètre, si ce diamètre est 
obtenu à un dixième de millimètre près ? 

JJ, 96. — Un arpenteur a trouvé pour les trois côtés d’un 

triangle rectangle : 4”.5o. 3“ et 5">.4o. Quelle est approxima- 
tivement la précision qu’il obtient dans ces mesures? 
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B. — 97. — On emploie pavfois dans l’équarrissage des- 
troncs d’arbre la formule suivante : le côté du carré équivalent 
à un cercle donné est égal au quart du périmètre de ce cercle. 
Quelle est l’erreur relative que l’on commet en employant cette 
formule ? 

A. — 98 . — Eflccluer la multiplication abrégée de n par 
\/ 2 , avec 3 chiffres exacts au résultat. 

A. — 99 . — Effectuer la division abrégée de i par 
2,718281828 ... avec 4 chiffres exacts au résultat. 

A. — 100 . — Montrer que : pour multiplier un nombre par 
g(). on peut le multiplier par 100, puis retrancher le nombre 
du résultat; pour diviser un nombre par 5 , on peut le multiplier 
par 2, puis prendre le dixième du résultat; pour multiplier un- 
nombre par 5 , on peut multiplier par 10 la moitié de ce 
nombre. 


algKbre 

G1IA.PITHE l 

NOMiniES rOSITIKS ou HÉGATIFS 


A. — 101 . — Un thermomètre marque 17” au-dessous de 
zéro. Sa température est d’abord élevée de 20", puis elle baisse 
ensuite de i" par 5 minutes. Quelle est la température qu’il 
marque au bout d’un quart d’heure ? Au bout de combien de 
temps sera-t-il à — i 5 " i> 

A. — 102 . — Le calendrier Russe retarde actuellement de 
i 3 jours sur le nôtre. Quels jours correspondent dans ce calen- 
drier au I" Janvier? au Mai ? au 25 Décembre ? Quels jours 
de notre calendrier correspondent aux mêmes dates du calendrier 
russe ? 

A. — 103 . — Le temps étant supposé compté positivement 
à partir du i" Janvier à midi, quelles sont les époques qui corres- 
pondent aux temps évalués en heures : 835 ; — i5 ; — 1543?- 
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B, — 104. — Une personne, dont la montre avance de 8 
tninutes, part de chez elle avant riieure ou elle doit prendre 
le train. Sachant qu’elle met environ 25”' pour se rendre à la 
gare, on demande qu'elle est la durée du retard que doit avoir 
le train pour que celte personne puisse le prendre ? 

B. — 106. — Quelle est la longitude par rapport à Green- 
Avich de la ville russe de Cronstadt, sachant que par rapport à 
*Saint-Pétersbourg sa longitude est 3-2' 1 5" (O) ? D’autre part les 
longitudes de Greenwich et Saint-Pclcrsbourg par rapport a 
Paris sont 2®2o'i/r' (O) et 27” 58'8'' (K), en désignant par (E) 
les longitudes orientales et par (O) les occidentales. 

A. — 106. — Calculer : 

- [(- 3 ) + (- ^ - (+■ O.-,,] I - (-1- . - 0 . 4 ) - 1 -t- «.] 

B. — 107. — On donne la suite des nombres : 

1 ^ _ i ^ * I 

^ 2 3 4 fî {} 7 * “ 

On prendra dans celle suile le nombre 1 ; puis i suivi d’un 

nombre suffisant de termes négatifs pour obtenir un résultat 

J .T w I 1 1 I . , 

negalil, soit i — - — ^ — jjr — ^ ; puis a celle somme on ajou- 
tera un nombre suffisant de termes positifs non encore employés : 
ïj ... pour avoir un résultat positif; puis on prendra encore 

des termes négatifs et ainsi de suile. Calculer les 7 premières 
.sommes ainsi obtenues. 

C. — 108. — " Etant donnés une aire plane et un axe Ox 
dans son plan, on considère parfois comme positive toute por- 
tion de cette aire située au-dessus de Ox et négative toute portion 
située au-dessous. Montrer, qu’avec ces conventions, faire 
change de signe quand on la remplace par sa symétrique par 
rapport à Ox. 

C. — 109. — Deux axes rectangulaires x'Ox ety Yy par- 
tagent le plan d une certaine aire donnée en 4 régions; on con- 
sidérera comme positives les portions de cette aire situées dans 
l’angle xOj ou l’angle x'Oy' et négatives les portions situées 
dans les deux autres angles. Que devient cette aire si on la rem- 
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place par sa symétrique par rapport à un des axes^ ou par 
rapport au point 0 ? 

C. — 110. — On considéré, dans le plan d'un polygone con- 
cave ou convexe ABCD ... LA, un point O et l’on forme des 
divers triangles OAB, OBC, OCD, ... OLA. On considérera 
Taire de l’un de ces triangles comme positive ou négative sui- 
vant que Tangle, aigu ou obtus, de OA avec OB ; de OB avec 
OC ; ... de OL avec OA est positif ou négatif, un sens de rota- 
tion des angles ayant été préalablement fixé autour de O. Avec 
cette convention, montrer que Taire du polygone est la valeur 
absolue de la somme algébrique des aires des triangles. Peut-on 
interpréter le signe de cette somme algébrique ? 

C. — 111- — Si Ton applique les propriétés précédentes 
(exercice ir 110) au cas où les points A, B, C ... L sont en 
ligne droite, que peut-on en déduire? 

C. — 112. — Dans le cas où le polygone ABC est un triangle 
équilatéral, déduire de cette même propriété (exercice 110) 
une relation algébrique entre les distances d’un point O quel- 
conque du plan aux trois cotés de ce triangle. 

A. — 113. — Classer par ordre de grandeur les nombres : 

P - sjn ^ — 8 — 9 

O _ 1 0,62 - 0,70 o,8.i 3 -J- -- 


CHAPITRE II 

CALCUL ALGlvURlQUE 


II. — 114. — Y a-t-il des cas ou Ton peut multiplier ou 
diviser membre à n>embre deux inégalités arÂllunétiques ou 
algébriques ? 


A. — 115. — Calculer : 


1 25 


B. — 116. — On place une lentille en un point O d’un 
axe æ'Ox sur lequel on a fixé comme sens posiiif x'æ ; un 
point lumineux d’abscisse p sur l’axe donne sur ce même axe 
une image dont l’abscisse p' se mesure avec le nouveau sens 
positif æx'. Avec ces deux conventions, on demoatee que la 
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xelation qui ite p à p'iest : ^ ~ j,/ét«tttunc quantité lixe, 

positive pour une lentille convergente et négative pour une* 
lefniitle divergente. Sous quelle forme simple se met cette rela- 
tion, si Ion prend comme nouvelle origine des abscisses pour 
le point lumineux le point F d’abscisse f et pour son image le 
point F' d’abscissc /? 

B. — 117. — Pour lëtude des lentilles, dont il s'agit dans 
Texerclce précédent (n® 116), les longueurs étant é>aluées en 
centimètres, on appelle habituellement (( dioptrie » l'inverse 
d'une longueur p ou /)'. L'inverse de / est le « numéro » de la 
lentille. Si l’on suppose que l’on accole au point O plusieurs 
lentilles, chacune d’elles transforme l’image donnée par la précé- 
dente pour en donner une nouvelle. Déduire de ce qui précède 
que l’ensemble de plusieurs lentilles ainsi accolées équivaut h 
une nouvelle lentille ayant pour « numéro » la somme algé^ 
brique des (( numéros » des précédentes. 

C. — 118. — Peut-on résoudre en nombres entiers régalilé 


^ 4“ ^ — J en s’appuyant sur le calcul de l’exercice n® 116 ? 

C. — 119. — Elantdonné,surun axe, quatre points : A,B,C,D, 
d’abscisses respectives : a, h, c, (f, montrer que la quantité* 

(^ ~ (a~~uj P»s si l’on change l’origine des abs- 

cisses. En est-il encore de meme si l'on remplace a, b, c, d par 

ka, kb, kcj kd'} par i, i, 

^ abc a 


B. — 120. — Vérifier que ajc* 4- bx 4 - c devient nul quand 
X — ~ ~ On suppose — hac positif. 

B. — 181. — Vérifier que 4-* px q devient nul pour 

X = y a 4- v/a' , en posant i 8 a = — 97 4 - 4- 277 ^). 

et i 8 a' = — 97 — \/S( 4 p^ 4- 277 ‘^)- On suppose -f- 277 * 
positif. 

C. — 122. — Un père vtîrse 100 fr. par an pour ses deux, 
enfants âgés de 3 ans et 5 ans â Tépoque du premier versement.. 
11 partage, chaque année, cette somme de façon que le capital 
total de chaque enfant soit proportionnel à l’âge qu’il a aïk 
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moment du versement. Quelle formule peut-il employer pour 
savoir chaque année comment faire ce partage ? 

C. — 128. — Peut-on trouver en s'appuyant sur l’identité : 
{n -4- i)* — n* = 2n -4- i un triangle lectangle dont les côtés 
soient trois nombres entiers P 

C. — 124. — On veut casser une barre PQ en trois mor- 
ceaux pour en faire les côtés d’un triangle. L’un des points de 
cassure étant en A, quelles sont les régions de la barre où l’on 
fera une seconde cassure pour avoir les morceaux demandés ? 

A. — 126. — Vérifier les identités : 

X* -t- 4 = {x* -1- 2X + 2 ) (x'‘ — 2X -h 2 ) 

X^ + X* -4- 1 = (x* -Hx 4- l)(x* — X -h l). 

H. _ 186. — Montrer que le produit de quatre nombres 
'entiers consécutifs augmenté de i est un carré parfait. 

Il, -127.- Si l’on appelle nombre « triangulaire » le 
demi-produit de deux entiers consécutifs, montrer que tout 
« triangulaire » multiplié par 8, puis augmenté de i devient 
carré parfait. 

A. — 128. — Effectuer la somme des cinq polynômes : 

— 2 x^ - 4 - 3x’ 4- 5x^ — 2 x 4- 3 ; x* — lix^ 4- 3x - 1 - 2 ; 

— 2 X* 4 - 3x — ; — 2 x’^ 4 - 4®’ — 5 ; 3x* — 5x’ — x* — ^x. 

A. — 129. — Quel est le cube de i — 2 X 4 - x* ? 

A. — 130. — Diviser (i — 2X 4 - x'^y par (i — x)’. 

A. — 181 . — Diviser Sx' — 3x® -4- gx* — i par x’ — x + i . 

0. — 182. — Montrer qu’un polynôme est divisible- par 
x — a, s’il s’annule quand on y remplace x par a, et récipro- 
quement, que si un polynôme s’annule pour x = a, il est 
divisible par x — a. 

GHA.P1TRE III 

ÉQUATIONS ET PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ 

0. — 133. — 10 000 électeurs ont voté pour nommer 
5 députés. On suppose que deux partis A et B se partagent tous 
les suffrages émis, A ayant a voix et B en ayant b. On cher- 
chera les valeurs que doit prendre a pour que le parti A ait 
droit à 5, 4, 3... sièges dans chacune des trois hypothèses sui- 
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vantes: 1^ la répartition des sièges se fait d'après la «règle 

d'Hondt » : on compare les quotients ^ 

Le parti A a autant de sièges qu’il y a de quotients pro- 
venant de a dans les cinq plus forts quotients; 2® On emploie la 
« règle.des moindres carrés » en remplaçant dans la règle pré- 
cédente les dénominateurs i. 2, 3, 4-“ par i, 3, 5, 7... ; 3® On 
emploie la « règle des grands restes en divisant a et 6 par 
2 000 et donnant à chaque parti un nombre de sièges égal à ce 
quotient ; s’il reste un siège à attribuer on le donne au parti 
pour lequel le reste de la division est le plus grand. 

A. — 184. — Résoudre l’équation : 3æ — 2 == — 6 

A. — 186. — Résoudre l’équation : 

205 -h 4= 2æ -H 8 

B. — 186. — Résoudre les diverses inégalités : 

3 x — 2 > — 6 4 “ 7a: — 2 x-+-4 >‘ — 2rr-4-8 

3 x — 2<; — 64- 7a; \/ Jix ^ — 2 x 4 - 4 < — 2x4-8 

A 

A. — 187. — Résoudre Tinégalité : ^ 


( — X — y I - 1 5 O 

A. — 138. — Résoudre le système : ] , 

( 2 X — 4 / 4- 9 = O 
\ 2X 4 J 9 == G 

A. — 139. — Résoudre le système : i . r ^ 

( — X — 74-i5>o 


[ 8 x — 2y 4- ^ = O 

* X = Z 4 - 7 

A. — 140. — Résoudre le système : < 

j 2x = y 

( 9x — 2y = 7. 

^ X — y 4- « = 4 

A. — 141. — Résoudre le système : j 22 = 1 

( 72 4- y = H 4- X. 

C. — 142. — Trouver un nombre de deux chiffres sachant 
que si l’on renverse l’ordre des chiffres la somme de ces deux 
nombres est 88, et que d'autre part la somme des chiffres de ce 
nombre est 8. 

B. — 148. — Un aviateur va en avec un vent supposé 
constant à 140*^"* de distance et dans les mêmes conditions re- 
vient au point de départ en 4o“. Quelle est sa vitesse propre? 


A. Sainte-Laguô 


28 
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B. — 144. — En deux lieux voisins : A et B se trouvent 
deux horloges. On veut régler l’horloge de A à l’aide de celle 
de B comme il suit : on part de A à g'’i 5 , heure lue en A, et 
l’on arrive en B à 9''3o, heure lue en B. On revient immédia- 
tement en A oit l’horloge marque g^Si. Quelle est 1 ^ diiSérence 
des heures en A et B ? 

C. — 146. — Deux trains marchant sur des voies parallèles 
ont des vitesses respectives de 90'"" et de 3 o'‘" à l’heure. Le 
premier a 80“ de long et le second 120”. On demande quelle 
est la durée du croisement de ces deux trains, suivant qu’ils vont 
ou non dans le même sens ? 

II. — 146. — Une personne veut faire une promenade en 
canot pendant une heure. Elle part contre le courant de la ri- 
vière avec une vitesse propre de 4 '"” à l’heure. Sachant que la 
vitesse du courant est de 2 '“'", 5 à l’heure, on demande au bout 
de combien de temps elle doit revenir en arrière ? 

C- — 147. — Un bouchon cylindrique, en liège, de densité 
0,2/1, a 2"“ de diamètre et 3 ''"* de hauteur. On enfonce dans 
l’axe de ce bouchon une tige de fer de 4"‘“ de diamètre et de 
densité 7 de façon à maintenir le bouchon en équilibre au mi- 
lieu de l’eau d’un vase. Entre quelles limites doit varier la lon- 
gueur de cette lige pour que ce résultat puisse être obtenu? 

€• — 148. — Deux observateurs se trouvent à une même 
distance a d’un mur. L’un d’eux émet un son qui est entendu 
par l’autre d’abord directement, ensuite après réllexion sur le 
mur. On demande à quelle distance doivent se trouver les deux 
observateurs pour que l’intervalle qui sépare les deux per- 
ceptions soit supérieur à un dixième de seconde? La vitesse du 
son est de 340 ” par seconde. 

f. — 149. — Etant données deux sources lumineuses A, B 
distantes de 4”. où faut-il placer un écran sur la droite qui les 
joint de façon qu’il soit également éclairé par ces deux Sources? 
Leurs intensités sont proportionnelles à 3 et 7, et l’on sait 
qu’un éclairement est proportionnel à l’intensité de la source et 
h l’inverse du carré de la distance à cette source. 
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CHAPITRE IV 

ÉQUATIONS ET PROBLÈMES DU SECOND DEGRÉ 

A- — 160. — Résoudre l’équation : 705 ® — 6 a: — 8 = 0 . 

A. — 151. — Ecrire que les deux équations du second de- 
gré : ax^ bx -h c — O o'x® -4- 6 'a: -+- c' = o ont deux ra- 
cines communes. 

C. — 152. — Ecrire que les deux équations du second de- 
gré : ax^ -i- bx c = o; n'x® b'x c' — o ont une seule 
racine commune. 

B. — 153 . — Résoudre l’équation : — — H — ^ H — = 0 . 

C. — 154. — a, étant les deux racines de l’équation 

^ ^ x-^c = : a + /3 ; a* -H P* ; 

a® 13’ ; a'- 4 - /5‘ el a" 4 - 

A. — 155 . — Classer les nombres — 6 , 2,8 par rapport 
aux racines de l’équation : x® — 4a: H- 3 = o. 

C. — 156. — Si a, b, C sont les côtés d’un triangle, mon- 
trer que H- 6 * -4- — 26 '^c^ — 2 c‘^a^ est négatif. 

A. — 157. — Un triangle peut-il avoir comme côtés a et 
les racines de l’équation du second degré : — px’ + y = o ? 

A. — 158. — Résoudre les deux équations : 

— 9 = 0 + 1=0 

A. — 15®. — Classer les nombres 3; — 6 ; 0,2 par rap- 
port aux racines de chacune des équations : — 4 ^^ — 9 O 

'Ct — ix^ -h I = O. 

B. — 160. — Résoudre : 4- ox’ 4- 6 x® 4- ox 4 - 1 = 0 , 

■en prenant comme inconnue auxiliaire : y — x 4 - ^ • Discuter 
suivant les valeurs de a et 6 . 

( x—y=— I 

A. — 161. — Résoudre le système : | 1 ^ j, _i_ 

{ X y 1 a 
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iyzr=^a 

B. — 168. — Résoudre le système :< zx= b 

( xy=c 

C. — 168. — Résoudre le système : j * o® -t- 

•' (y* — ay -h bx 

B. — 164. — Les côtés d’un triangle étant a, b, c, les aug-- 
menter ou les diminuer tous d’une même quantité de façon è 
former ainsi les côtés d’un triangle rectangle. 

C. — 165. — Couper un trièdre trirectangle donné par un 
plan de façon à former un triangle égal à un triangle donné. 

C. — 166. — Tout triangle ABC peut-il être considéré 
comme la projection, sur son plan, d’un triangle équilatéral ? 

C. — 167. — Couper un prisme à base carrée suivant un 
parallélogramme dont les côtés aient des longueurs données. 

B. — 168. — Où faut-il placer une lentille de « numéro » 4 
entre deux points A et B distants de 2“, pour que l’image de A 
se fasse en B ? (Voir les n*" 116 et 117). 

B. — 169. — Une route part d’un point A et tourne à 
angle droit au bout de 2*^"'. A quelle distance de A sur cette 
route doit se trouver un point B pour que le chemin de A à lî 
soit k fois plus long qqe la distance à vol d’oiseau de A à B ? 

B. — 170. — Un oiseau qui fait i5"' par seconde passe à 
So"* au-dessus de la tête d’un chasseur. Quel est l’endroit que 
doit viser le chasseur si l’on suppose que les grains de plornh 
font en moyenne 180"“ par seconde? 

C. — 171. — Dans un tube barométrique de 3'“’ de sec- 
tion et dont la longueur au-dessus de la cuve à mercure est de 
goo“"‘‘, on introduit 1®“"* d’air pris à la pression extérieure 
ySo”'". Quelle est la dénivellation de la colonne mercurielle?" 
Quelle doit être la nouvelle graduation du baromètre ? On sup- 
pose que l’air suit la loi de Mariotte. (Voir n" 218). 

C. — 178. — Un tube de 1®“* de section et de 1“ de long 
est plongé verticalement dans l’eau d’une cuve, l’ouverture su- 
périeure étant bouchée par le doigt. A quelle hauteur monte* 
l’eau dans ce tube, si l’extrémité supérieure est à 5o'“ au-dessus 
du niveau de l’eau. La pression atmosphérique est supposée 
équivalente à la pression d’une colonne d’eau de 10™ de hauteur- 
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Ç. — 178. — Dans l’expérience précédente (exercice n"l72), 
on soulève le doigt puis on le repose, et enlin on soulève le 
tube. Quelle est la hauteur d’eau que contient ce tube, au 
moment où il va sortir de l’eau ? 

B. — 174. — Deux trains vont de Paris à Orléans. L’un 
d’eux, qui met 55 minutes de moins que l’autre pour faire ce 
trajet de 125'*“, fait 36‘‘'" de plus à l’heure. Quelles sont les 
durées des deux trajets ? 


CHAPITRE V 

raOGRESSIOKS ET LOGARITHMES 

A. — 176. — On définit une progression arithmétique par son 
premier terme 4,2 et sa raison 3,2. Quelle est la somme des 
100 premiers termes? 

A. — 176. — Quelle est la somme des 100 premiers termes 
d’une progression arithmétique de premier terme 4,2 et de 
«raison — 3,2 ? 

A. — 177. — On considère deux progressions de premier 
terme 4,2 et de raisons respectives -4- 3,2 et — 3,2. Insérer 
entre les termes de chacune de ces progressions 7 moyens 
arithmétiques. 

C. — 178. — On donne la somme s et le produit p de trois 
termes consécutifs d’une progression arithmétique, Peut-on 
trouver ces termes ? 

C. — 179. — Trouver 4 termes consécutifs d’une progres- 
sion arithmétique connaissant leur somme s et leur produit p. 
Traiter la même question pour 5 termes. 

B. — 180. — On considère la progression géométrique 
dont le premier terme est 2,8 et la raison 0,8. Quel est le i5“ 
terme? Quelle est la somme de ces termes? Que devient cette 
somme si le nombre des termes considérés augmente indéfini- 
ment? Que devient-elle si l’on prend seulement les termes de 
deux en deux ? 

A. — 181. — Insérer 3 moyens entre deux termes consécu- 
tifs delà progression géométrique de premier terme 2,8 et de 
raison 0,8. 



438 


Eimcinss 


C* — 188. — Quelle est la formule donnant le prodnlt de n 
termes ooitsécutiis d’une progression géométrique dont on 
donne le premier terme a et la raison r ^ 

A. — 188. — Montrer que, si dans un triangle les trois 
angles sont en progression arithmétique, l’un d’eux vaut 6o". 

B. — 184. — Montrer que la formule : log o” = n log a 
s’applique encore au cas où n est un exposant négatif. 

A. — 185. — Quelles sont les caractéristiques des loga- 
rithmes du produit de ^75,38 par loooooo et du quotient de 
ce même nombre par loooooooo? 

A- — 186. — Calculer les logarithmes de *^2'* et de y 3*^ 
et en déduire l’ordre de grandeur de ces nombres. 

A. — 187. — Calculer à l’aide des logarithmes : 

\ /4.a7 — c.BaS' 

2.573 [1^4.5 — (^32,3] 

B. — 188. — En désignant par n un nombre entier com- 

pris entre 100 et 1 000, on a, de façon très approximative, la re- 
lation : log - . On admettra cette égalité et 

l’on en déduira que la différence tabulaire entre les loga- 
rithmes de n -t- i et n, tels qu’ils sont donnés aux pages 
476 à 479» est sensiblement égale au quotient de 4343 par n. 

A. — 189. — Que devient un capital de 1 534^' placé à 
intérêts composés, au taux de 2,5 pour cent, pendant 26 ans?’ 

C. — 190. — Une horloge sonne, en plus de l’heure, un 
coup au quart, deux coups à la demie, trois coups aux trois 
quarts et quatre coups à l’heure. Elle est remontée le i*'' et le 16 
de chaque mois. Combien de coups au moins doit-elle pouvoir 
sonner sans que la sonnerie soit remontée ? 

B. — m. — Des ressorts de -wagons sont formés de 
8 lames superposées dont les longueurs décroissent régulière- 
ment de 200'“ à Go'”. Qudle est la longueur totale des 8 lames ? 

B. — 192. — Un commis gagne 1 5oo^' pendant chacune 
des 4 premières années, puis 1 600'' pendant chacune des 4 
années suivantes et ainsi de suite, chaque augmentation étant 
de 100^'. Un second commis gagne i la première année»- 
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1 525 ^'- la secoade et ainsi de suite, l’augmentation annuelle 
étant de 25 '' Comparer leurs traitements. Quelle devrait être 
l’augmentation du premier pour que le total des gains soit le 
même au bout de 20 ans ? 

B. — 198. — Un décamètre à ruban est supposé formé 
d’un axe central de i'“ de circonférence, axe sur lequel se 
trouvent enroulés 1 10 spires de ruban. Quelle est la différence, 
supposée constante, de longueur de deux spires consécutives et 
quel est le diamètre total du décamètre une fois le ruban en- 
roulé? On supposera que les longueurs de deux spires consécu- 
tives sont sensiblement égales à celles de deux circonférences 
dont les rayons diffèrent entre eux de l’épaisseur du ruban. 

B. — 194. — Uïl jardinier a 5 o rosiers en ligne droite dis- 
tants de I™ les uns des autres. Quel est le chemin total qu’il 
doit faire pour les arroser, sachant qu’il prend l’eau au milieu 
de la rangée de rosiers et rpi’à chaque voyage il peut arroser 
deux plants? 

B. — 195. — Une personne voit ses charges s’accroître 
d’un dixième, d’une année h l’autre. Au bout de combien de 
temps dépensera-t-ellc deux fois plus si cette augmentation a 
toujours lieu dans les mêmes conditions ? 

B. — 196. — Une personne voit ses économies diminuer 
d’un douzième, d’une année à l’autre. Combien a-t-elle versé la 
première année sachant qu’elle a mis 3 000'' de côté au bout 
de dix ans? 

B. — 197. — Dans une machine pneumatique, la pression 
après chaque coup de piston est le produit de la pression après 
le coup précédent par un nombre constant que l’on supposera 
égal à 0,9. Si la pression initiale est celle de 750““ de mercure, 
au bout de combien de coups de piston sera-t-elle de 2''"? Quelle 
sera-t-elle au bout de 3 o coups de piston ? 

C . — 198. — De 1800 à 1900, la population totale de la France 
a passé approximativement de 3 o millions à 4 o millions d’ha- 
bitants. Si cet accroissement s’était produit de façon régulière, 
quel aurait été, pour 10000 habitants, l’excédent annuel des 
naissances sur les décès ? 
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CHAPITRE VI 

FONCTIONS ET DÉRIVÉES 

B— 189. — D*après la Caisse des retraites pour la vieillesse, 
les nombres de survivants d*un groupe de looooo personnes, 
sont suivant Tâge donné en années : 

Age ao a 5 3 o 35 io 5 o 

Survivants 9243*3 88918 85777 82701 7949 ^ 7^894 71629 

Représenter ces résultats par un graphique,, et « interpoler » 
pour les âges de : 21 ans, 22 ans,... 49 ans, c’est-à-dire 
donner approximativement le nombre des survivants à ces âges. 

II. — 200 . — En s’aidant d’une représentation graphique, 
on donnera la température moyenne au paro Saint-Maur de 
quinzaine en quinzaine, sachant que pour le de chaque mois 
on a les températures suivantes : 


Janvier 

Février 

Mars 

Avril 

Mai 

Juin 

2", 1 . 

1 

2 ", 5 

4".5 

r^i 

1 1“,5 

i 5°,2 

Juillet 

Août 

Septembre 

Octobre 

Novembre 

Décembre 

17". 7 

i 8°,3 

i 6“,3 

12 °, 3 

7".4 

3 ”. 7 


It* — 201 . — En se servant d’une représentation graphique, 
on cherchera le temps mis par la lumière pour venir du Soleil à 
la Terre, pour chaque quinzaine, sachant qu^au i®' de chaque 
mois, ces temps sont donnés par le tableau suivant : 

Janvier Février Mars Avril Mai Juin 

gnijjN gn, j g» 8"‘22'‘ 8"*25" 

Juillet Août Septembre Octobre Novembre Décembre 

g.» 27 » gmjjgs g.022N giUj^N gmj^R gmjp 

A. — .202 — Il résulte de statistiques que le nombre des 
personnes de Grande-Bretagne et d'Irlande ayant des revenus 
annuels supérieurs à 5 ooo*% 7500^%... 26000^*^ sont données 
par le tableau suivant : 

Revenus supérieurs à : 5 000 7500 10000 i2 5oo 

Nombres de personnes : 24355o 126588 76725 563i7 

i 5 ooo 17500 20000 22600 25 000 

435oo 35373 3 o25i 25 8o4 2385o 
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Calculer approximativement, d’après ce tableau, combien il y 
a de personnes ayant plus de 7 5oo^' de revenus dans un groupe 
de 1 000 personnes ayant plus de 5 ooo^’’ de revenus ; de même, 
combien de personnes ont plus de 10 000 ^*^ dans un groupe 
ayant plus de 7600 ^% etc... Représenter par un graphique les 
résultats obtenus. 

A. — 208. — Les frais d’envoi d’argent, par mandat-carte 
ou mandat-lettre, sont les suivants : une taxe fixe de 0 *^% 10 plus : 


o^o5 par 

5'. 

jusqu’à 

20 ^ 1 

o^75 de 

100^0l 

jusqu’à 

3oo^ 

o^25 de 

0 

0 

)) 

5()' 

1^00 » 

3oo^oI 

>) 

5oo' 

o^5o » 

5o^ol 

» 

100 ^ 

l ^25 » 

^)OO^Ol 

» 

1 000 ^ 


Au-dessus on ajoute 0^25 par 5oo^ ou fraction de 5oo^ Tracer 
le graphique des frais d’envoi nécessités par chaque franc de la 
somme envoyée, suivant l’importance de cette somme. 

H. — 204. — En reprenant l’énoncé de l’exercice n® 138, 
tracer le graphique du nombre des sièges attribués au parti A 
suivant le nombre des suffrages qu’il a réunis. 

B. — 205. — Traduire par des graphiques les résultats de 
l’exercice n'* 122 de façon à savoir chaque année quelles sont 
les sommes qui doivent être versées pour chaque enfant. 

B. — 206. — En traduisant par un graphique les hypothèses 
•de l'exercice n® 192, peut-on interpréter les résultats, à l’aide 
d’aires de rectangles ? 

C. — 207. — Etudier à l'aide d’un graphique les variations 
de l’angle des deux aiguilles dans une horloge. 

B. — 208. — Si, dans le plan de deux axes de coordonnées, 
on trace une droite, des points équidistants pris sur cette droite 
ont des ordonnées qui sont les termes consécuifs d’une pro- 
gression arithmétique. 

C. — 209. — Les droites passant par les points A, R, de 
coordonnées A(o,o) et 6(2, 3) d’une part ; et par les points A 
et C( — 3,2), d’autre part, sont rectangulaires. Peut-on géné- 
raliser cette propriété ? 

C. — 210. — Reconnaître la forme du quadrilatère dont 
les sommets A, B, C, D ont respectivement pour coordonnées 
A(o,o);B(6.2); C(5,5); D(— i,3). 
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C. — 811- — Quelle est l’aire du quadrilatère de l’exercice 
précédent (voir n” 810) ? 

C. — 818. — Quelle est la pente de chacun des côtés de ce 
môme quadrilatère ? Quel est son périmètre ? (voir fi® 810). 

C. — 813. — On traitera les problèmes analogues à ceux des 
exercices n®” 210, 211 et 212 pour les trois quadrilatères dé^ 
finis par les coordonnées de leurs sommets : 

( A (o.o) ( A (o.o) A fo,(i) 

)B(3.i) ) 13 (8.2) 113 (8,2) 

) C (9,4) C (3.5) ) C (4,5) 

( D (— 1.3) f D (— 1,4) ' D(o.5) 

B. — 814. — Les 6 points ÂBCDEF dont les coordonnées sont 
respectivement : A( — i,i); 13(i, — i); C(5,o); D( 8,o); 
E (o,4) ; F (0,9) étant placés, on les joint deux à deux. Montrer 
que les diverses droites ainsi tracées font, soit avec Ox, soit avec 
Oj', des angles aigus dont les tangentes comprennent en parti- 
culier les dix premiers nombres entiers et leurs inverses. 

C. — 816. — On prend le carré ABCD dont les sommets 
ont pour coordonnées : A (6, fi) ; .B (6, — fi); C ( — 6, — 6) ; 
D ( — 6,6). On joint l’origine O au milieu K de AD ; on la joint 
ensuite au point B par un contour polygonal OMNB dont les 
sommets ont pour coordonnées : M (2, — 2) ; N (3,o) ; enfin on 
joint le point O au point T ( — 3, — 6) de CD par un contour 
OPQT de sommets P( — 2,2); Q( — 4. — 2). Montrer que 
le carré est ainsi décomposé en trois aires équivalentes. 

C. — 216. — Construire la courbe y = æ" — 4^» 4- i • On 
cherchera les points où la tangente est parallèle à l’axe Ox. 

C. — 817. — On prendra la formule des lentilles - -f- ^7 — 4 

P P . ’f 

(exercice n° 116), et, en portant les valeurs de p en abscisses 
et celles de p' en ordonnées, on construira la courbe repré- 
sentée par celte équation. On montrera que c’est une hyper- 
bole équilatère. 

A. — 218. — La loi de Mariotte, d’après laquelle le produit 
de la pression p d’un gaz par son volume v est constant, à une 
même temi>érature, peut s’écrire p.v = C, en désignant par G 
une quantité fixe. On construira la courbe ainsi obtenue, en 
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supposant qu‘ii s’agisse de i”*,3o d’air pris sous la pression nor- 
male de 760”“ de mercure. 

A- — 219. — Montrer que la loi de Mariette (voir exercice- 
n“ 218) peut encore s’énoncer : la densité d’un gaz est propor- 
tionnelle à sa pression. Quel serait alors le graphique corres- 
pondant à ces nouvelles coordonnées : densité et pression 

B. — 220. — Construire le graphique qui traduit la loi de 
Mariotte (voir exercice n" 218) en prenant pour abscisses les- 
logarithmes de p et pour ordonnées les logarithmes de v. 

C. — 221. — Montrer que la courbe x® = ax -+■ by est une 
parabole. On désigne par a et 4 deux nombres supposés connus. 

A. — 222. — Résoudre graphiquement le système : 

( Æ® = 3x 6y 
( -+- 6x ■ 

A. — 228. — Reprendre à l’aide de graphiques les équations- 
ou systèmes d’équations donnés dans les exercices n°* 134, 138. 

A. — 224. — Reprendre à l’aide de graphiques les pro- 
blèmes du second degré donnés dans les exercices n°’ 150, 155. 

A. — 225. — ^ Reprendre à l’aide de graphiques la résolution' 
des équations bicarrées de l’exercice n“ 159 en posant y — x®. 

B. — 226. — Reprendre les résultats de discussion de 
l'exercice n“ 160, en considérant les deux paramètres a et b 
comme représentant les coordonnées d*un point du plan. 

B. — 227. — Résoudre et discuter : a cos a -h 6 sin a — c 
équation dans laquelle l'angle a est Tinconnue. On remarquera 
pour cela que le point de coordonnées : cos a, sin a est à une 
distance constante de Torigine. 

C. — 228. — Calculer les dérivées, par rapport à x, des fonc - 
tions : y= sJ X et J = 

C. — 229. — Quel est le plus grand volume que peut avoir 
un réservoir cylindrique d’axe vertical placé sous une voûte 
demi-cylindrique en forme de tunnel à axe horizontal de 2"‘,50' 
de rayon ? 

C. — 230. — Quelle est 1 aire la plus grande que puisse 
avoir un triangle isocèle inscrit dans un cercle de rayon donné ?* 
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A- — 881, — Convertir en radians les angles suivants : 

— 678”; 453^,266; 53 “ 474'56''; 0 ^, 6325 . Convertir en degrés 
•eten grades les angles suivants donnés en radians : 2,7; — 53,28. 

A. — 882. — Calculer les lignes trigonométriques des 
■angles : — 584 “; — 4 128^. 

A. — 288. — Indiquer, en se servant des tables des pages 
486, 487, avec quelle approximation on peut, suivant les va- 
leurs de l'angle a, supposé donné en radians, remplacer dans un 

, , . a* 

■calcul sin a ou tg a par a, et cos a par i — — • 

A. — 284. — On veut construire un rapporteur rectan- 
laire de dimensions 10“'" X 5 '"', le centre du rapporteur étant 
au milieu d’un des plus longs côtés. Donner la graduation des 
divers côtés du rectangle, en supposant que l’on veuille repré- 

•senter tous les angles de 2^ en 2^. 

A. — 286. — Dresser la table numérique donnant les lon- 
gueurs des cordes qui sous-tendent les angles de 10^, 20^, 
3 o''^, 90''^, 100^. 

A. — 286. — Exprimer en fonction des lignes de l’arc x : 
•sin (^ -+- a;); cos 4 - x); Ig (5 a;)- 

A. — 887. — Etablir l’identité sin = cos -f- 

1). — 888. — Calculer sin 3 æ, cos 3 x et tg 3 æ en fonction 
des lignes de l’arc x. 

C. — 289. — Calculer sans l’aide des tables les lignes tri- 
gpnomctriques des arcs g et — • 

C. — 840. — Simplifier : sin X -4- sin 2a; 4 - sin 3 a! 4- sin 4 a? 
et : cos X 4- cos ix 4- cos 3 aî 4 - cos 4 aî. 

C. — 241. — Etudier les variations de : y — sin a: •+• cos x. 
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C- — 848. — L’angle a étant inconnu, résoudre l'équation ; 
a cos a.-t- b sin a = c. 

C. — 848. — Démontrer que dans tout triangle on a la re- 
lation tg A -(- tg B -+- tg C = tg A. . tg B . tg C. 

B. — 844. — Démontrer que, dans tout triangle, on a la 
relation o = 6 . cos C -t- c . cos B. 

A. — 845. — Résoudre un triangle isocèle connaissant un 

côté égal à 5“,20 et un angle égal à 27^,675. On exaininera les 
divers cas qui peuvent se produire. 

A. — 846. — Résoudre un triangle ABC, sachant que ses 
angles sont en progression arithmétique, B étant l’angle moyen 
et connaissant les longueurs des deux côtés : AB = 7“, 60 ; 
AC =7”. 

B. —247. — Etant donnés, dans un triangle isocèle, les trois 
côtés a, b, b, calculer en fonction de ces côtés les rayons des 
cercles inscrits, ex-inscrits, circonscrits et la surface du triangle. 

C. — 248. — On donne un point A sur un cercle de centre 
O et de rayon 3“ et un point A' sur un cercle de centre O' et de 

rayon L’angle AOO' est égal à 36^ ; l’angle A'0'0 est de 

18^. Enfin la distance des centres O et O' est o^jôo. On demande 
de calculer la distance des points A et B. Refaire ce calcul en 
supposant que la distance des centres soit de S™. 

B. — 249. — Calculer le rayon R d’un cercle, connaissant 
la longueur 2/ de la corde qui sous-tend un arc 2a et la flèche 
/ de cet arc, c’est-à-dire la distance du milieu de l’arc au milieu 
de la corde. Quelle est la courbe que l’on obtiendrait en consi- 
dérant f comme fonction de l et en représentant graphiquement 
les variations de cette fonction, R étant constant ? Quelle serait 
la courbe donnant de R en fonction de l, si f est constant ? 

B. — 260. — Un câble est tendu entre deux poteaux dis- 
tants de 60“. On suppose que iù courbe dessinée par ce câble est 
approximativement un arc de cercle de llèchc i*”. Quelle est la 
longueur de ce câble f 

IJ, — 261. - — On donne une « lentille sphérique » formée 
de la portion commune à deux sphères de même rayon. Son 
épaisseur est 2^“. Le rayon du cercle qui la limite est b""***. Quelle 
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est la surface totale de cette lentille ? Quel est l’angle des plans 
tangents aux deux sphères en un point de leur intersection ? 

B- — 258. — On porte sur une circonférence des arcs égaux 
AB, BC, CD, DE, ... dont les cordes sont égales ^au demi* 
Tayon. Au bout de combien de fois trouvera-t-on ainsi un point 
M du cercle tel que AM soit inférieur à un dixième du rayon ? 

B. — 268. — Les verres de montre sont en général des ca- 
lottes sphériques. Le diamètre de l’un d'eux étant 4““. quelle 
sera la flèche de la calotte ainsi formée et combien pourra-t-on 
découper de ces verres dans une zone sphérique de i“ de rayon, 
de 4'"* de hauteur, ayant comme plan de symétrie le plan de 
l’équateur. 

B. — 264. — La loi qui lie « l’angle d’incidence » i à 
« l'angle de réfraction « r est, comme l’on sait, sin i = n sin r. 
•On prend sur un cercle de centre O, de rayon i, deux 
points A, B tels que l’angle AOB soit égal à « l’angle de dé- 
viation » : i — r ; si C est un point de OA tel que OC = n, 
montrer que les angles du triangle BOC sont : t — r, r et 
7: — t. En déduire la construction de l’un des angles i ou r 
quand on connaît l’autre et l’indice n. 

B. — 255. — Un bassin circulaire est vu d’un point A sous 

■un angle de a4^. On se rapproche de son centre de ao™ et l’angle 
sous lequel on le voit a doublé. Quel est le rayon du bassin ? 

A. — 256. — Un pont-levis de 4"* de longueur peut se re- 
lever à l’aide de chaînes passant sur des poulies de renvoi situées 
à 4“' au-dessus de la charnière du pont. Quelles sont les lon- 
gueurs de ces chaînes, supposées limitées aux poulies, si le pont- 
ilevis doit faire ao'L 4o'^ ou avec la verticale ? 

A. — 267. — En supposant que les deux aiguilles d'une 
horloge aient la même longueur ; 0“,5o, quelle est la distance 
de leurs extrémités à midi et demie et à midi trois quarts P 

.A. — 868. — Un mât est attaché au tiers de sa hauteur par 

trois cordes d’égale longueur : 4"' qui forment des angles de 4o^ 
avec le sol. Quelle est la hauteur de ce mât 7 

B. ^ — 269. — Une ville A est à vol d’oiseau à 25'"" d’un point 
O et au nord- nord-ouest de ce point; une seconde ville B est à 
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■25''“ de O et à l’est-nord-est. Quelle est la distance et quelle 
est la position de B par rapport à :V sur la « rose des vents » ? 

26(1. — On veut retenir un couvercle de malle avec un 

cordon de So'"” attaché sur le couvercle à i5''“ de la charnière. 
A quelle distance doit-on le Bxer sur la malle si l’on veut que 

l’angle du couvercle avec la malle soit de i5o''^ ? 

— 261. — Un couvercle de malle est retenu par un cor- 
don de So"" fixé à i5‘'“ de la charnière sur le couvercle et à 20 “ 
sur la malle. Quel est l’angle du couvercle avec la malle ? 

C. — 268. — Trois points A, B, C, sommets d’un triangle 
équilatéral deBo'"" de côté sont reliés deux à deux par trois routes. 
Deux cyclistes partent simultanément de A et B, vers G, avec 
des vitesses respectives de i8'‘“ et 25'““ à riieure. A quel instant 
seront-ils en deux points M et N, tels que leur distance à vol 
d’oiseau soit 3o''“ ? A quel instant seront-ils en deux points P 
et Q, tels que la distance de P à Q soit la même en passant par A 
et B ou en passant par C ? 

B. — 263. — Un aéroplane passe dans le plan vertical de 
deux points A et B distants de .5oo'", points où des observateurs 
mesurent les angles que font à cet instant avec la verticale les 
rayons visuels allant à l’aéroplane. Quelle est sa hauteur si ces 

angles sont i5‘ et 26 ^? 

ç. — 264. — Chacun des deux appareils de visée est formé 
dans l’expérience précédente (n° 263) d’une règle horizontale 
graduée en centimètres et dont le zéro est à i o''"" au-dessus de 
l’œil de l’observateur, qui lit la division correspondant au passage 
de l’aéroplane. Montrer que seule la somme des nombres lus 
sur les deux appareils intervient dans la mesure de la hauteur. 

C. — 265. — En supposant, pour simplifier, que les pieds 
d’un, homme soient représentés par deux segments de droite de 
longueur 25.*'“, on étudiera les variations de l’aire du trapèze qu’ils 
limitent, suivant que les pieds forment un angle plus ou moins 
grand, l’écartement des talons restant constamment égal à io''“. 

C. — 266. — Quelle est la longueur du parallèle de la sphère 
terrestre qui passe à Paris par la flèche du Panthéon, point de 
latitude 4B‘‘5o'49''* Quelle serait l’erreur commise sur cette 
longueul’ pour une erreur de i' dans la latitude ? 
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C> — 267. — ' On considère un parallélépipède rectangle et 
l’on désigne par a, y les angles de la diagonale issue d’un 
sommet avec les trois arêtes qui en partent. Démontrer que l’on 
a la relation : cos* a -t- cos* h- cos* y = i . 

C. — 268. — Si dans un trièdre, on désigne par a, 6 , c les 
angles des faces et par A, B, C ceux des dièdres opposés, dé- 
,, sin a sin b sine 
montrer q>te 1 on . : = -TB = SiTC ' 

C. — 269. — Deux murs rectangulaires de 9 “ de hauteur 
sont orientés respectivement du sud au nord et de l'est à l’ouest. 
L’ombre du point commun à leurs crêtes se fait à 4 “ à l’est du 
premier et à S™ au nord du second. Quel est à ce moment 
l’angle des rayons solaires avec le sol ? 

C. — 270 . — Montrer que la projection d’une hélice sur 
un plan parallèle à son axe peut être une sinussoïde. 
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CHAPITRE I 

DROITES ET PLANS 

A. — 271. — Etant donnés 5 points quelconques dans l’es- 
pace, combien y a-t-il de plans passant par trois de ces points ? 
Combien y a-t-il de droites passant par deux de ces points ? 
Les intersections de ces plans deux à deux font-elles toutes 
parties de ces droites ? Etudier de façon analogue ce qui se 
passerait pour les points et les droites communs à 5 plans quel- 
conques de l’espace. 

A. — 272. — Si 3 droites se coupent deux à deux, montrer 
qu’elles forment un triangle, ou un trièdre. Y a-t-il un cas par- 
ticulier où l’on a ni un triangle, ni un trièdre ? 

A. — 278. Montrer qu’il y a une infinité de droites cou- 
pant trois droites données. Y a-t-il des cas d’exceptions ? 
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A. — 274. — Prouver que, si deux angles sont adjacents et 
«complémentaires leurs bissectrices font un angle de 5o^. 

A. — 276. — Y a-t il des perpendiculaires à un plan donné 
«coupant deux droites données ? 

B. — 276. — Par les côtés d'un angle droit, peut-on faire 
passer d*une infinité de façons deux plans rectangulaires ? 

B. 277. — Couper un trièdre suivant un triangle rec- 
i;angle par un plan passant par un point donné sur una arête. 

B. — 278. — Un trièdre a trois faces a, ô, c et trois trièdres 
A, B, C. Quelles sont les diverses formes que présente ce trièdre, 
suivant que £, 2 , 3, 4. 5 ou 6 de ces angles sont droits? 

C. — 279. — Quel est le chemin que doit décrire une bille 
«de billard lancée en un point donné A pour passer en un second 
•point donné B après un, deux, trois ... chocs sur les bandes du 
’3)illard ? 

Cî. — 280. — Quel chemin décrit un rayon lumineux qui 
'va d’un point A donné dans l’espace a un autre point donné 
B après une, deux, trois réflexions sur les faces d’un trièdre? 

B. —281. — Montrer que si un triangle a deux hauteurs 
•égales, il est isocèle. 

A. — 282. — De combien de façons peut- on découper un 
triangle quelconque en deux triangles rectangles ? 

B. — 283. — Peut-on toujours découper un triangle quel- 
conque en trois triangles isocèles ? 

C. — 284. — On plie en deux une feuille de papier, qui a 
l’une de ses faces noircies, de façon à pouvoir découper simulta- 
nément dans celle feuille ainsi pliée deux triangles égaux. Mon- 
trer que, du moins en général, ces deux triangles ne peuvent 
pas se superposer, les deux faces noires restant en dessus. 
rPeut-on arriver cependant à ce résultat en découpant de façon 
convenable l’un de ces triangles ? 

C- — 286. — Montrer que les plans bissecteurs des dièdres 
d’un trièdre ont trois à trois une droite commune. 

C. — 286. — Montrer que les plans perpendiculaires aux 
faces d’un trièdre suivant les bissectrices des angles de ces faces 
ont une droite commune. 
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C< — 287. — Si deux triangles ÂBC, Â'B'G', non situés 
dans un même plan, sont tels que AB et A'B' se coupent, ainsi 
que BG et B'G', et que GA et G'A', en déduire que les droite» 
AA', BB', GG' ont un point S commun. Peut-on, généraliser 
pour deux polygones ? 

B. — 1B88. — Quel est le plus court chemin d’un point de 
l’espace au contour d’un triangle ? 

B. — 889. — On prend deux points A et B, un sur cha- 
cune des faces d’un diMre. Quel est le plus court chemin pour 
aller de A à B, en restant sur les faces du dièdré ? 

B. — 290. — Quel est le lieu géométrique des points de 
l’espace équidistants de deux droites qui se coupent? Quel est 
le lieu géométrique des points équidistants de trois droites qui 
se coupent deux à deux ? 

A- — 291. — Quel est le lieu géométrique des points de 
l’espace d’oii l’on voit sous le même angle deux segment» 
égaux portés par une même droite. 

A. — 298. — Peut-on faire passer par deux droites données- 
dans l’espace, deux plans rectangulaires ? 

A. — 893. — Montrer qu’en général il y a une droite et 
une seule perpendiculaire à deux droites données et les coupant. 

B. — 294. — Etant données deux droites, peut-on faire pas- 
ser par l’une d’elles un plan qui soit perpendiculaire à l’autre ?• 


CHAPITRE II 

PXBXLLÈL'ES 

A. — 895. — Etant donnés deux plans non parallèles P et 
P', montrer qu’on peut les couper par un même plan suivant 
deux parallèles A et A' ? Montrer, en outre, que tout plan passant 
par A recoupe le plan P' suivant une parallèle à A'. 

B. — 298. — Une tour carrée porte une horloge sur cha- 
cune de ses faces. Pour deux cadrans situés dans des plans pa- 
rallèles, les aiguilles des minutes peuvent-elles être parallèles? 
rectangulaires ? Plus généralement, étudier les variations de 
l’angle de ces aiguilles. 
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c. — 897. — On traitera les mêmes problèmes que dans 
l’exercice précédent (n® 298) pour les aiguilles de deux cadrans 
situés dans des plans rectangulaires. 

A. — 298. — Si une courbe se projette sur deux plans non 
parallèles suivant une droite, est-ce une droite ? 

B. — 299. — Quel est le lieu géométrique des droites issues 
d’un point donné situées à une distance donnée d’une droite 
donnée? 

A. — 800. — Qjiel est le lieu géométrique des points dont 
la somme des distances à deux plans donnés est constante? 
Quel est ce lieu si l’on prend la somme des distances a trois 
plans ? 

B. — 801. — Montrer, qu’après réflexion sur les 3 faces 
d’un trièdre trirectangle, formé de trois miroirs, un rayon lumi- 
neux ressort parallèlement à la direction primitive. 

A. — 802. — On donne, dans un plan. [\ droites D,D',A,A', 
telles que A fasse un angle de .5or avec D et A' un angle de 
5o ' avec D'. L’angle de A et A' est-il égal à l’angle de D et D' ? 

A. — 808. — Dans un triangle, on suppose connus les trois 
angles A, B, C. Quels sont les divers angles que font deux è deux 
les hauteurs et les bissectrices de ce triangle, et quels sont les 
angles de ces droites avec les côtés ? 

B. — 804. — Montrer qu'il existe deux direcüons fixes 
A et A' telles que les plans faisant des angles égaux avec les 
deux faces d’un dièdre sont parallèles è A ou à A'. 

B. — 806. — Mener, dans un plan P, par un point A, une 
droite A faisant l'angle a avec une droite ou un plan donné. 

B. — 806. — Par une droite donnée A, faire passer un 
plan faisant l’angle a avec une droite ou un plan donné. 

B. — 307. — Quel est le lieu géométrique des droites qui, 
passant par un point donné, font des angles égaux avec les faces 
d’un ang^e dièdre donné. 

C. — 808. — ABCD étant on parallélogramme les cotes de 
A, B et G, au-dessus d’un plan horizontal donné, sont respecti- 
vement 3'",8o, 4“.5o et5“*,io. Quelle est la cote du sommet D? 

C. — 809. — Montrer que les milieux des côtés d’un qua- 
drilatère gauche sont les sommets d’un parallélogramme. 
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A. — 810. — Dans un quadrilatère ABCD on a AB = BG 
et CD = DA. Montrer que BD et AG sont rectangulaires. 

C. — 311. — Peut-on couper un angle polyèdre à quatre 
faces suivant un parallélogramme ? 

A. — 812. — Démontrer que les diagonales d’un trapèze 
isocèle sont égales et que, réciproquement, si les diagonales 
d’un trapèze sont égales, il est isocèle. 

C. — 313. — Quelles sont les principales propriétés du té- 
traèdre dont les arêtes opposées sont deux à deux orthogonales ? 

C. — 814. — Quelles sont, les principales propriétés du té- 
traèdre dont les arêtes opposées sont deux à deux égales? 

C. — 816. — On joint un point O de l’espace aux som- 
mets d’un rectangle ABCD et l’on porte sur les 4 droites des 
longueurs égales Oa, 06, Oc, Od, en allant de O vers A, B, G 
ou D. Quel est le lieu géométrique des points O tels que abcd 
soit un trapèze ? un rectangle ? 

A. — 816. — Trouver un plan sur lequel un parallélo- 
gramme donné se projette suivant un rectangle. 

A. — 317. — Prouver que, dans un rhomboèdre de diago- 
nale AA', les six sommets, autres que A et A', sont dans deux 
plans j)erpendiculaires à AA'. 

A. — 818. — Montrer que si, par une perpendiculaire aux 
arêtes d’un prisme passent deux plans coupant une de ces arêtes 
sous le même angle, les sections obtenues sont égales. 

C. — 819. — Montrer que, par une section plane d’un prisme, 
l'on peut faire passer un prisme égal au premier. Ces deux 
prismes sont-ils superposables ? 

C. — 820. — Dans une chambre ayant la forme d’un paral- 
lélépipède rectangle, une araignée, se trouvant en un point A 
d’une des parois, veut attraper une mouche située en un point 
B sur une autre face. Quel est le chemin le plus court qu’elle 
pourra suivre sans quitter les murs ? On examinera les divers 
cas possibles. 



GÉOMÉTftiE 


453 


GHA.PITRE III 

CinCO^IFÉRBNCG BT SPHÈRE 

A. — 821. — Quelles soûl les diverses positions relatives 
d’une droite et d’un cercle dans l’espace ? 

It. — 822. — Quel est le plus court chemin d’un point de 
l’espace à un cercle ? 

B. — 828. — T rouver une normale à un cercle coupant 
une droite donnée et faisant l’angle a avec Taxe du cercle. 

A. — 324. — Deux cercles étant donnés dans des plans pa- 
rallèles, trouver une perpendiculaire commune à ces plans qui 
coupe les deux cercles. 

A. — 325. — Montrer que deux plans parallèles découpent 
sur une môme circonférence des arcs égaux. 

C. — 326. — Un cercle coupe deux plans parallèles P et P' 
en A, P et A', IV. Montrer que, par A, B et les projections de 
A' et B' sur le plan P, il passe un cercle. 

II. — 327. — Quels sont les aspects successifs que peut pré- 
senter une éclipse de soleil, suivant que le « diamètre apparent » 
de la lune est plus grand ou plus petit que celui du soleil? 

C. — 328. — Peut-on tracer une route circulaire équidistante 
de quatre villages donnés? Y a-t-il plusieurs solutions? 

C. — 329. — Peut-on tracer une sphère équidistante de 
cinq points donnés dans Tespace? \ a-t-il plusieurs solutions? 

11 . — 330. — En quel point d’une sphère polie doivent 
tomber des rayons lumineux de direction donnée pour être ré- 
fléchis dans une nouvelle direction donnée? 

A. — 331. — Montrer que si deux cercles sont tangents, ils 
appartiennent à une même sphère. 

A. — 332. — On coupe par un plan fixe des sphères qui ont 
un cercle commun. Prouver que le lieu géométrique des centres 
des cercles de section est une droite. 

B. — 333. — Quel est, sur la surface d’une sphère, le plus 
court chemin d’un point à un cercle ? 

B. — 334. — Quel est, sur la surface d’une sphère, le plus 
court chemin permettant de réunir deux cercles donnés? 
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A. — 836. — Quels sont les angles de deux faces latérales 
consécutives d’une pièce de 0^,25, pièce qui est à 22 pans? 

A. — 386. — Un kiosque a dix pans; quels sont les divers 
angles sous lesquels on le voit d’un point 0 situé à ki fois dans 
deux des plans des faces ? 

B. — 887. — Quatre points A, B, G, D étant dans un même 
plan, si l’on voit AB sous le même angle des points G ouD, 
en est-il de même pour le segment GD vu des points A ou B? 

r. — 338. — Dans un triangle isocèle ABO l’angle au sommet 
ABOest supposé obtus. On prend sur AB prolongé un point G tel 
que OG = OB. Démontrer que l’angle de OG avec le prolonge- 
ment de AO est égal au triple de l’angle OAB. En remplaçant 
les segments égaux AB, BO, OG par des tiges convenablement 
articulées, en déduire un « trisecteur », c’est-à-dire un appareil 
permettant mécaniquement de trouver le tiers d’un angle donné? 

A. — 389. — Montrer qu’un trapèze est inscriptible s’il est 
isocèle et qu’inversement, tout trapèze isocèle est inscriptible. 

C. — 840. — Si un cercle de rayon R roule sans glisser sur 
un cercle de rayon 2R en restant à l’intérieur de ce cercle, 
montrer que tout point du petit cercle décrit une ligne droite. 

B. — 841. — Mener une normale commune à deux cercles 
qui ont deux points communs ? 

i\ — 342. — Mener une normale commune à deux cônes. 

B. — 343. — Mener une normale commune h deux cy- 
lindres. 

(\ — 844, — Quel est le lieu géométrique des droites com - 
munes à deux plans rectangulaires qui pivotent autour de deux 
droites parallèles données ? 


CHAPITRE IV 

RELATIONS MÉTRIQUES 

C. — 346. — Quel est le lieu géométrique des points d’où 
l’on voit sous le même angle deux segments d’une même 
droite ayant une extrémité commune? 
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B. — 346. — La moyenne aritlimé tique de deux segments 
|K)sitifs est-elle plus grande que leur moyenne géométrique ? 

A. — 847. — Peut-on découper un triangle rectangle en 
triangles semblables entre eux et semblables au premier? 

A. — 348. — Quels sont les cas de similitude les plus 
simples de deux parallélogrammes ? de deux rectangles ? 

A. — 349. — Quelle est la hauteur d*un arbre dont Tombre 
mesure 7 “', 2 o, sachant qu’une personne de a, au même 
moment, une ombre de i”^io? 

A. — 350. — Quelle est la profondeur d*un puits, de rayon 
intérieur 70 *^“, étant donné qu'une personne de i*“,65 de haut 
ne voit le fond que si elle est au moins à 5o‘’“ de la margelle? 
La hauteur de la margelle est de 45^“' au-dessus du sol. 

A. — 351. — Une échelle, posée contre un mur, a 9 éche- 
lons. Un homme de a la même hauteur que l'échelon 

«du milieu. A quelle hauteur arrive réchellc sur le mur? 

C. — 352. — Pour mesurer la hauteur d’une lampe à arc dans 
un hall, on constate qu’une canne AB de 95 "'“ de hauteur donne 
sur le sol une ombre AG de 45""‘. On porte la canne au point G 
ciron trouve, comme nouvelle longueurde l’ombre sur lesol, 51""'. 
Quelle est la hauteur de la lampe? Quelle précision peut-on 
attendre de cette mesure, si les longueurs ne sont connues qu’à 

près? 

A. — 358. — Un encrier a la forme d’un parallélépipède 
droit, dont la base est un carré de 5“" de côté, surmonté d'un 
cylindre, de 2 "'“ de diamètre, de même hauteur 3"'“ et de même 
axe que le parallélépipède. Sur quelle longueur une plume 
pourra-t-elle être mouillée par l’encre si celle-ci a son niveau à 
i"*" au-dessus du fond? On supposera que le porte-plume peut 
«être assimilé à une ligne droite. 

C. — 354 . — Dans un quadrilatère ABGD, articulé en scs 
quatre sommets, on a : AB = BG = 2 . GD = 2 . DA. Le 
côté DA étant fixe, montrer que lorsque AB fait un tour complet, 
DG en fait deux. 

A. — 865. — Une route dont la longueur est de i “”,2 sur 
î \ carte d’Etat-Major a entre ses deux extrémités une difîérence 
■de niveau de i 8 o“. Quelle est sa longueur réelle? On sait que 
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les distances de la carte correspondent à des distances comptée» 
en projection horizontale. 

A. — 866. — Le parquet d'une chambre a la forme d’ua 
rectangle dont un angle est enlevé et remplacé par un pan-coupé.. 
Les dimensions de ce pentagone sont, pour deux côtés paral- 
lèles : 4”,8oet6"'et pour les deux autres côtés parallèles : 3“,6o 
et 2”*, 70. Quelle est la surface du parquet? 

A. — 357. — Un trapèze rectangle ABCD a comme hau- 
teur AU =; 3"' et comme longueurs des côtés parallèles 80 = 4"“' 
et .\D — 7”. Quel est le point du périmètre qui, avec le som- 
met A, partage ce périmètre en deux parties d’égale longueur? 

B. — 868. — Sur une tangente à un cercle de rayon 12'''",. 
on porte, à partir du point de contact, une longueur de i6'"‘. 
Quelle est la distance du point obtenu à un point de l’axe du 
cercle situé à 1 5“'" du plan de ce cercle ? 

€. — 869. — Montrer que la section d’un trièdre trirec- 
tangle par un plan quelconque est un triangle dont le carré de 
l’aire est égal è la somme des carrés des aires des trois triangles- 
que forme ce plan sur les faces du trièdre. 

B. — 860. — Quelle est la distance du sommet A d’un cube, 
de 1“ de côté, au plan qui contient les trois sommets les plus- 
rapprochés de A ? 

B. — 361. — Le polyèdre ayant comme sommets les cen- 
tres des faces d’un cube est appelé un <r octaèdre régulier». Cal- 
culer la diagonale d’un tel polyèdre connaissant son côté. 

B- — 868. — Combien faut-il d’étoll’e pour faire une tente’ 
quadrangulaire à base carrée de S™ de côté et 3”',5o de haut?^ 

1). _ 863. — Combien faut-il d’étoffe pour faire une tente 
triangulaire de 3"‘,5o de haut et dont la base est un triangle' 
équilatéral équivalent à un carré de 3“ de côté? 

C. — 364. — On prend deux angles de 60® adjacents AOB, 
BOA' et l’on porte sur 0.\, OA' et OB des segments OP = p,. 
OP' = p' et OF = /. Montrer que si P, P' et F sont en ligne 

droite, on a ~ +-^r — j (voir exercice n® 116). En déduire une- 
construction géométrique de p si l’on connaît p' et /. 

B. — 366. — Quelle est la surface visible du haut de lai 
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Tour Eiffel, en supposant la Terre sphérique? Si l’on s’élève en 
aéroplane à 600*", quelle sera la nouvelle surface visible? 

C. — 886. — On prend un losange articulé ABCD et l’on 
fixe aux somnaets A et C deux nouvelles tiges égales OA et OC 
articulées avec les premières dans leur plan. Montrer que, dans 
toutes les déformations de ce système, les points O, B, D res- 
tent en ligne droite et que le produit OB .OD est constant. 

C. — 367. Quel est le lieu géométrique des points dont 
la distance à un point fixe est égale à la longueur de la tangente 
issue de ce point à un cercle fixe ? 

B. , — 368. — Deux cercles tracés dans les faces d’un dièdre,, 
et appartenant à une même sphère, ont même puissance pour 
tous les points de l’arête. La réciproque est-elle exacte ? 

C. — 869. — Montrer que tous les cercles orthogonaux à 
deux cercles d’un même plan, extérieurs l’un à l’autre, 
passent par deux points fixes de ce plan. 

C. — 870. — Montrer que, si quatre points A, B, C, D d’un 
cercle, sont tels que les quatre droites SA, SB, SC, SD issues 
d’un point S du cercle forment faisceau harmonique, cecialieu' 
quel que soit le point S, pris sur le cercle. Etablir en outre 
que, dans ce cas, chacune des cordes AB, CD passe par le 
pôle de l’autre par rapport au cercle. 

C. — 871. — Etablir que le lieu géométrique du conjugué 
harmonique d’un point ?, par rapport aux points de ren- 
contre avec une sphère d’une sécante variable passant par P, est 
un plan, appelé le « plân polaire.» de P. Inversement, tout plan 
peut-il être considéré comme « plan polaire » d’un certain point ?• 

C. — 872. — Si deux cercles d’une même sphère se coupent 
à angle droit, montrer que chacun d’eux est dans le « plan 
polaire » d’un point convenablement choisi du plan de l’autre. 
(Voir n» 871). 

B. — 873. — Quelle est la longueur du périmètre d’un poly- 
gone régulier de 16 côtés inscrit dans un cercle de rayon R ? 
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CHAPITRE V 

LONGUEURS, AIRES ET VOLUMES 

B. — 874 . — Etant donnés deux axes dp coordonnées rec^ 
tangulaireset un triangle dont un sommet est à Torigine et dont 
les deux autres sommets ont pour coordonnées o, b et a', 6', 
montrer que le double de l’aire de ce triangle est la difTérence 
üb' — a'6, prise en valeur absolue. 

B. — 876 . — Vérifier Tidentité a* — b^ = {a + b) (a — b) 
à Taide de la notion d aire. 

A. — 876 . — L'arpentage d'un champ polygonal a donné, 
comme coordonnées des sommets : A (o^^jO”*) B (200“; io3“,2o) 
G ( 3 i 5 ®, 8 o; o”‘) D (3 i2"‘,io; 20"') E (283*", 76; 32“, 70) 
F (i 10™, 25 ; 58 ‘", 6 o). Quelle est sa superficie ? 

A. — 877 . — Une fois qu on a terminé Tarpentage de 
rexercice précédent (n*’ 876), on s’aperçoit que la chaîne 
d'arpenteur est trop longue de 5 *"*“. Quelle est la surface du 
champ ? 

B. — 878 . — Un triangle donné se projette suivant un 
triangle équilatéral. Déduire, desdimensions des deux triangles, 
1 angle que font les plans de ces triangles? On reprendra le 
même problème pour un parallélogramme qui se projette suivant 
un carré. 

B. — 879 . — On veut entourer une enceinte rectangulaire 
de dimensions 8"’ x 5 "‘ avec une barrière qui en soit cons- 
tamment à de distance. Quel est le périmètre de cette barrière 
et quelle est faire comprise à son intérieur ? 

B. — 880 . — Traiter le même exercice (n® 879 ), en supposant 
que l’enceinte à entourer soit un triangle de côtés 6™, 7*" et 8*^". 

B. — 881 . — Quelle est faire du dodécagone régulier ins- 
crit dans un cercle de rayon R ? Quelle est faire du pentagone 
régulier inscrit dans le même cercle ? 

B. — 888. — Que pèserait une pièce de o ‘^%25 à 22 pans, 
si fon remplaçait le polygone de contour par son cercle inscrit. 

B. — 888. — Démontrer que le cercle inscrit dans un carré 
a une aire moitié de celle du cercle circonscrit à ce même carré. 
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A* — 884. — Montrer que Taire d'une couronne circulaire 
est égale à celle d’un cercle qui aurait pour diamètre une corde 
du cercle extérieur tangente au cercle intérieur. 

A. — 886. — Un arbre de 25**“' de diamètre a une écorce de 
S***" d’épaisseur. Si Ton veut débiter le tronc en planches de 17 *"' 
de large et de i*™ d’épaisseur, combien pourra-t-on en avoir ? 

B. — 886. — Un mètre carré d’un certain treillis hexagonal, 
en fil de fer, contient environ 200 hexagones et pèse 5oo^^ 
Quel est le poids du mètre de fil de fer, ayant servi k le former, 
sachant que chaque hexagone a deux cotés parallèles qui sont 
tressés avec les côtés correspondants des hexagones voisins ? 

C. — 387. — Sur une feuille de papier quadrillé en centi- 
mètres carrés, on trace un contour convexe l\ qui contient à 
son intérieur N carrés, et qui en traverse n. On montrera que 
Taire comprise à l’intérieur de F et supposée évaluée en centi- 
mètres carrés est comprise entre N et N -f- n. On établira en 
outre que le nombre n est sensiblement égal au double de la 
somme de la longueur et de la largeur de F, longueur et largeur 
mesurées en centimètres à Taide du quadrillage. 

t. — 388. — Avec quelle approximation aurait-on 7 t, en 
mesurant par le procédé décrit au n" 387, Taire d’un cercle 
de lo*""* de rayon, tracé sur du papier quadrillé en millimètres 
carrés? 

C. — 889. — Quels sont les résultats que donnerait, pour 
Taire d’un cercle de 20 *''“ de diamètre, l’emploi de la formule de 
Tchébitcheff, ou de celle de Simpson, en supposant, pour celte 
dernière, que les parallèles aient 2 ***" d’écart? 

A. — 390. — Un emballeur a deux espèces de caisses de 
même volume; les premières sont cubiques; les autres ont 
comme dimensions 2 2 '"™ X 32***“ X 54'"'. Leurs prix sont pro- 
portionnels au poids des planches qui les forment. Quelles sont 
les caisses dont Temploi est le plus avantageux ? 

C. — 391. — Un crayon hexagonal de o' *“,5 de côté est 
taillé en pointe triangulaire, de façon que trois arêtes du crayon 
aient comme longueur 15***", les trois arêtes intermédiaires ayant 
16 *""*. La partie taillée est ainsi formé de trois losanges iden- 
tiques. Quel est le volume de ce crayon ? 
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C. — 882. — Un parallélogramme de côtés 7 '“ et 9 '“ est 
projeté sur le plan horizontal passant par son sommet le plus 
bas suivant un carré de 5'"* de côté. Quel est le volume du- 
prisme compris entre ce parallélogramme et sa projection ? 

n. — 398. — On déroule la surface latérale d’un cône sui- 
vant un secteur circulaire de 5o*f d'ouverture. Quel est l’angle- 
au sommet du cône ? 

II. — 394. — Quatre flacons d’eau dentifrice ont comme 
hauteurs respectives : 80 """, 107 """, laS"”" et 180 "“" et comme- 
prix : l^^ 75 ; 3^''; *5^' et i5''. En supposant les flacons exac- 
tement de même forme, on demande quel est celui des quatre 
dont l’achat est le plus avantageux ? 

A- — 395. — Une élévation de terrain a sensiblement, 
sur la carte d'Etat-Major, la forme d'un cône dont la base 
est un cercle de ü"" de rayon. La difl'érence de cote de la base et 
du sommet est de 5o'“. Quel est environ le volume de terre de 
cette élévation ? 

A. — 896. — Par le laminage, une barre carrée de 8 '” de 
côté est transformée en barre ronde de 7 ''“ de diamètre. De 
combien s’est-elle allongée par mètre ? 

A. — 897. — On veut creuser une citerne cylindrique de- 
3"’ de profondeur, devant contenir i5”’ d’eau. Si l'épaisseur des 
parois est 20 '“, quel est le volume des terres à enlever ? 

( — 398. — Calculer le volume d’un tronc de cône, en le 
considérant comme la difl'érence des volumes de deux cônes. 

C. — 399. Calculer le volume d'un segment sphérique 
compris entre deux plans parallèles, connaissant le rayon de 
la sphère et les distances du centre de la sphère à ces plans. 

A. — 400. — Quel est le volume d’un tonneau dont 1» 
hauteur est 72 “'", les rapports des diverses dimensions ayant 
le^s valeurs habituelles P 

H. —401. — Vérifier que la formule des « trois niveaux » 
s’applique au tronc de pyramide et au tronc de cône P 

C. — 402. — Vérifier que la formule des « trois niveaux »- 
s’applique à un segment sphérique quelconque P 
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CHAPITRE VI 

CONSTHUCTIONS GRAPHIQUES 

A. — 403. — Construire trois cercles ayant pour centres les 
sommets d’un triangle et tangents entre eux deux û deux. Cal- 
culer les rayons des cercles eii fonction des cotés du triangle. 

B. — 404. — On donne deux villages A et B dont l’un A 
est au bord d’une rivière supposée rectiligne ; l’autre B est à 
6*"“ de A et à i‘‘"* du bord de la rivière. Où faut-il placer un 
pont pour qu'il soit è la meme distance des deux villages ? 

C. — 405. — En reprenant les données du n“ 404, où faut-il 
placer ce pont, pour qu’il soit deux fois plus près de B que de A i* 

A. — 406. — Trouver sûr une droite A d'un plan P, un 
point dont la somme, ou la différence, des dislances à deux, 
points A et B de ce plan P soit égale à une longueur donnée. 

B. — 407. — Chercher sur une droite A d'un plan P, un 
point d’où Ton voie un segment donné AB de ce plan P sons 
le plus grand angle possible. 

C. — 408. — Mener, par deux points, un cercle interceptant 
«ur une droite donnée un segment de longueur . donnée, 

A. — 409. ' — Peut-on placer sept cercles égaux de façon que 
chacun d'eux soit au moins langent à trois autres ? 

C. — 410. — Construire un triangle connaissant un angle, 
le côté opposé et la somme des deux autres côtés. 

C. — 411. — On donne un rectangle ABCD et une direction 
^ dans son plan. Une sécante A, parallèle à c?, partage ce rec- 
tangle en deux parties. Entre quelles limites doit varier A pour, 
qu'en repliant autour de A la plus petite des deux parties du 
rectangle, elle soit contenue à l'intérieur de la plus grande? 

C. — 412. — On donne deux droites se coupant en un point 
O, supposé hors des limites du dessin. Tracer, par un point A, 
une droite qui, prolongée, passerait en O. Construire la bissec- 
trice intérieure de l'aiigle de ces deux droites. 

B. — 418. — Construire les longueurs y/s, v/6, v/ 7 . 
l'unité de longueur étant donnée. 
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B— 414. — a et 6 étant des longueurs connues, construire 
a* a’ a* . 

T * 6*’ P’ 

B- — 415. — Reprendre par des construction^ graphiques 
les énoncés des exercices n”* 349, 350, 353 et 357. 

B. — 416. — Construire un octogone régulier connaissant 
la distance de deux côtés parallèles. Traiter la même question 
par le calcul. 

C. — 417. — Du pont d*un bateau, on voit sous un angle 
droit deux phares situés à 4*^*” et Au bout d une demi- 
heure, on les voit sous l’angle de 120 ”, puis au bout d'une 
heure sous l’angle de i35"*. Peut-on construire la route suivie par 
le bateau, en supposant son mouvement rectiligne et uniforme ? 

II. — 418. — La construction approchée d’un polygone ré- 
gulier de n côtés inscrit dans un cercle peut se faire comme il 
suit. On construit un triangle équilatéral AOB dont un côté AB 
est un diamètre du cercle. On partage AB en n parties égales 
par les points A, G, D, ... B. La droite OD prolongée coupe 
le cercle en M , tel que AM est approximativement le côté du 
polygone. Pour quelles valeurs simples de n cette construction 
est-elle rigoureuse ? 

C. — 419. — On donne un triangle ABC dont l’angle A est 
obtus; construire un cercle tel que chaque sommet du triangle 
admette comme polaire par rapport à ce cercle le côté opposé. 

n. — 420. — Construire, dans un plan, un cercle ortho^ 
gonal a deux cercles donnés et passant par un point donné. 

11. — 421. — Partager un triangle en 2 , 3, parties 
équivalentes par des parallèles à un côté, 

A. — 422. — Partager un triangle en 2 , 3, 4, parties 
équivalentes par des sécantes issues d’un même sommet. 

II. — 428. — Construire un triangle équilatéral équivalent 
h un octogone régulier donné. 

C. — 424. — Partager un trapèze en deux parties équiva- 
leutes par une parallèle aux bases. Le partager en deux parties 
équivalentes par une sécante issue d’un point donné du périmètre. 

A. — 485. — Construire une couronne circulaire équiva- 
lente à un cercle donné connaissant, soit son épaisseur, soit le 
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rayon de son cercle extérieur, soit le rayon de son cercle in- 
térieur. (Voir n® 884). 

B. — 426. — Construire une couronne circulaire connais- 
sant le rayon de son cercle moyen et son épaisseur, ou son aire. 


CHAPITRE VII 

GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

A. — 427. — Construire en géométrie descriptive, ou cotée^, 
le point commun à trois plans, donnés chacun par deux droites. 

A. — 428. — Construire en géométrie descriptive, ou cotée, 
rintersection d*une droite avec un plan donné par trois points. 

A. — 429. — Construire en géométrie descriptive, ou cotée, 
la perpendiculaire commune à deux droites dont les projections- 
horizontales sont parallèles. 

II. — 430. — Etant donné, en géométrie cotée, un angle po- 
lyèdre à quatre faces, trouver un plan le coupant suivant un 
parallélogramme. 

A. — 431. — Reprendre par la géométrie descriptive Texer- 
cice n® 277. Le triangle est-il bien déterminé ? 

II. — 432. — Construire un plan faisant des angles de r)o'f 
avec deux droites horizontales, données par leurs projections. 

A. — 433. — Construire, en géométrie descriptive, le centre 
d’un cercle passant par trois points donnes dans lespace. 

A. — 434. — Construire, en géométrie descriptive, le centre 
d une sphère passant par quatre points donnés dans l’espace. 

B. — - 436. — Construire, en géométrie cotée, le cerclecorn- 
mun à deux sphères dont les centres sont dans le plan hori- 
zontal. Si Ton donne une troisième sphère de centre quelconque,, 
chercher les points communs à ces trois sphères. 

B. — 486. — Construire, en géométrie descriptive, le lieu- 
géométrique des droites issues d’un point donné et situées à 
une distance donnée d’une horizontale donnée. 

A. — 437. — On donne, en géométrie descriptive, une droite 
de bout. Représenter par ses projections un cône admettant cette 
droite comme axe et limité au plan horizontal. 
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A. — 488. — Représenter, par ses projections, un cylindre, 
d’axe de bout et limité à deux plans horizontaux. 

^ A. — 439. — Construire la normale commune à deux cy- 
.lindres dont les axes sont horizontaux. Gonstruire'cette même 
normale si l’un des axes est horizontal ét l’autre vertical. 

B. — 440. — Représenter, parscs deux projections, un ciihe 
dont une diagonale est verticale. 

C’. — 441. — Un enhe, ayant une diagonale verticale et une 
de ses arêtes de front, on montrera qu'il est possible de le 
percer de façon k faire passer par le trou ainsi formé un cube, 
de mêmes dimensions, ayant une arête verticale. On représentera 
l’entaille ainsi faite et l’on donnera en outre la vraie grandeur 
de ce qui reste pour chacune des faces du cube entaillé. 

C. — 442. — Une auge de lô"" de hauteur et dont la base 
•est un carré ABCD de 45'” de côté est posée sur un sol hori- 
jsontal de façon que les cotes au-dessus du sol des sommets 
A, B, C soient respectivement o'”, 4'“* et 8'“. Représenter, en 
géométrie cotée, cette auge supposée pleine d’eau. On cher- 
chera quel est le volume de l’eau qu’elle contient. 

C. — 448. — Une échelle de 3” de long et de 5o'” de large 
est appuyée contre un mur vertical et fait un angle de 76^ avec 
le sol. Elle comporte 9 échelons situés à 3o'™ les uns des 
autres. Représenter cette échelle par ses projections sur le sol 
et sur le mur. Quelles sont les ombres portées par l’échelle, 
si l’on suppose que les rayons solaires fassent 5o^ avec le sol 
•et 5o^ avec le mur? 

C. — 444. — Un mur vertical est percé d’une fenêtre carrée 
de 40'” de côté, découpée en 16 carrés par des barreaux. Quelle 
est l’ombre de ce mur sur le sol, si les rayons solaires font avec 
le mur et avec le sol le même angle de 5o^ ? 

C. — 446. — Un escalier, dont on supposera les marches 
indéfinies dans le sens horizontal, à 8 marches de i8'“ de hau- 
teur et de 35'” de largeur. Dessiner, en géométrie cotée, les 
ombres portées par les marches les unes sur les autres, la lumière 
venant d’un pointsitué à i“,65 au-dessus de l’arête de la marche 
supérieure. 
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B* — 446. — Représenter, par ses projections, une règle 
de i“,5o de long placée dans un cube de i™ de côté reposant 
sur le sol horizontal ; on supposera que la règle, assimilable a 
une ligne droite, est dans un plan diagonal vertical. 

C. — 447 . — Refaire Tépuredu n®446, en supposant que la 
règle soit plate, ait de largeur, mais ait une épaisseur 

négligeable. Reprendre cette question par le calcul. 

C. — 448. — Une lanterne, en forme de parallélépipède 
droit, a une base carrée de de côté et 24"" de hauteur. Elle 
porte, sur une de ses faces, une plaque de verre garantie des chocs 
par un grillage formant 18 carreaux, ayant chacun 4 ^"" de côté. 
Représenter, en géométrie cotée, cette lanterne posée sur un sol 
horizontal avec les ombres qu’elle y projette, en supposant le 
point lumineux au centre du parallélépipède. 


CHAPITRE VIH 
MÉTHODES EN GÉOMÉTRIE 

B. — 449. — Montrer que les trois médianes d un triangle 
peuvent être prises comme côtés d’un nouveau triangle. Le 
construire. Que sont les médianes de ce nouveau triangle ? 

C. — 460. — Construire, dans un plan donné, une droitede 
longueur donnée parallèle à une direction donnée et limitée a 
deux cercles, ou à un cercle et une droite. 

B. — 451. — Dans un triangle équilatéral OAB, on mène 
un cercle passant par le sommèt O et le centre du cercle 
circonscrit; il recoupe OA et OB en M et N. Montrer que : 
OM - 1 - ON = OA. 

C. 462. — Etant donnés quatre points, construire un 

carré dont chaque côté passe par un de ces points. 

B. — 468. — On considère un triangle rectangle ABC, 
d’angle droit en A et la bissectrice BD de l’angle en B. Montrer 

que l’on a : DG* — DA* = (BC — BA)“. 

j\_, — 464. — Quelle est la taille que doit avoir un miroir 
vertical, pour qu'une personne de i ”,70 puisse s’ y voir en entrer ? 


A. Salnte-Lagnu. 


3o 
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A. — 48S. — Quelle di&position forment les images d’un 
point lumineux, placé entre deux miroirs faisant entre eux 
l’angle oi. Ces images peuvent-ellesformer un polygone téguliw? 

A. — 466. — Quelles sont les diverses symétries<du cube P 

B. — 467. — On peint les faces d’un cube avec trois cou- 
leurs différentes ; quelles sont les symétries que garde ce cube si 
l’on ne considère comme symétriques que des faces de même 
couleur ? On examinera les divers cas qui peuvent se présenter. 

B . — 468. — On peint les faces d’un tétraèdre régulier avec 
une, deux ou trois couleurs différentes. Quelles sont les diverses 
symétries que possède encore ce tétraèdre? (Voir n® 457). 

B. — 469. — Gomment faut-il peindre avec deux couleurs 
différentes un prisme droit ayant pour base un hexagone ré- 
gulier pour avoir le plus possible de symétries? (Voir n° 457). 

A. — 460. — On donne deux cercles tangents à deux droites 
données Ox et Oy, et se coupant en M. Montrer que la 
droite OM les recoupe en P et Q, tels que Ton ait OP.OQ = ÔM®* 

C. — 461. — Sur le cercle inscrit dans un carré ABGD, on 
prend un point M, tel que AM soit égal au côté du carré. Mon- 
trer que le milieu de GM est sur le cercle inscrit. 

!'• — 462. — Gonstruire un parallélogramme connaissant 
les angles, le rapport des côtés et la somme des diagonales. 

A. — 463. — Gonstruire un carré dont les côtés aient des 
directions données et dont trois sommets soient sur les côtés 
d’un triangle équilatéral donné. 

C. — 464. — Gonstruire un triangle semblable à un triangle 
donné et dont les sommets soient sur un cercle donné. 

A. — 466. — Construire un triangle rectangle isocèle con- 
naissant la puissance du sommet de l’angle droit par rapport 
au cercle inscrit. 

G. — 466. — Gonstruire un triaugb connaissant tes trois 
hauteurs. 

€• — 467- — Mener par un point A intérieur à un. cercle 
une corde telle que A soit au tiers de cette corde. 

G- — 468. — Résoudre l’exercice n" 262, à l’aide de cons- 
tructions graphiques. 
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C- — 46^. — Tracer une droite interceptant sur deux cir- 
conférences données des cordes de longueurs données. 

C. — 470. — Quel est le lieu géométrique du point de ren- 
contre de deux cercles égaux dont l’un passe constamment par 
deux points fixes A, B d’une droite et l’autre par le point A et 
par un nouveau point fixe C de cette droite P 


CINÉMATIQUE 


A. — 471. — A quelle distance se trouve un nuage électrisé, 
si l’on entend le coup de tonnerre 5', 3 après avoir vu l’éclair ? 
Les vitesses du son et de la lumière sont respectivement de 340™ 
et 3oo ooo'"" par seconde. 

A. — 472. — Un homme qui va en ligne droite, avec une 
vitesse constante, passe devant un hec de gaz allumé. Quel est 
le mouvement d’un point quelconque de son ombre ? 

A. — 473. — Un train éprouve, à chaque cliangement de 
rail, un choc facilement perceptible. Si les rails ont comme lon- 
gueur 15™, quel est le nombre de secondes, pendant lequel il 
faut compter les chocs, pour que ce nombre de chocs donne 
précisément la vitesse en kilomètres à l'heure ? 

A. — 474. — Un homme se déplace sur un trottoir avec 
une vitesse de 5*"™ à l'heure et un ejeliste vient en sens inverse 
sur la chaussée. Entre les deux trajectoires rectilignes et paral- 
lèles, se trouve un arbre, à 2 “ de la première et 3™,5o de la 
seconde. Quelle est la vitesse du cycliste si l’arbre le cache 
constamment à l’homme ? 

A. — 476. — Un piéton, pour « étalonner » son pas, cons- 
tate qu'en 3 minutes il fait 35o pas et parcourt 33o mètres. 
Quelle est la longueur de son pas et quelle est sa vitesse ^ 

A. — 476. — Un piéton, qui fait à l’heure, voit venir 
vers lui un cycliste qui passe en un point \ de la route quand 
il est lui-même en un point B. II fait, à partir de ce moment. 
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63 pas avant d’être rencontré parce cycliste, puis fait i53 pas 
avant d’arriver en A. Quelle est la vitesse du cycliste ? 

A. — 477. — Un automobiliste veut parcourir aSo**” en 
3 heures. Au bout d'une heure démarché, il a un fêtard d’un 

« 

quart d’heure ; quelle vitesse devra-t-il fournir pour terminer 
son parcours dans le temps primitivement fixé. 

B. — 478. — On reprendra l’exercice n" 477, en traçant le 
diagramme du mouvement, et examinant divers cas, suivant 
l’époque à laquelle survient l’arrêt de un quart d’heure. 

C. — 470. — Une troupe est en marche à la vitesse de 4’’“ 
à l’heure. Un cycliste qui va 5 fois plus vite s’en détache, et 
après avoir rencontré l’ennenai, revient sur ses pas et rejoint la 
troupe deux heures et demie après son départ. On demande à 
quelle distance de l’ennemi elle se trouve à ce moment-là, si 
l’ennemi fait également 4’’” à l’heure en se portant à la rencon- 
tre de la troupe. Résoudre ce problème directement, puis à 
l’aide de diagrammes. 

B. — 480. — On lance deux mobiles sur une même droite, 
l’un avec un mouvement uniforme, l’autre avec un mouvement 
uniformément accéléré. Etudier les divers cas qui peuvent se 
produire, pour la rencontre des mobiles. 

B. — 481. — On lance deux pierres sur la même verticale à 
t secondes d’intervalles, avec des vitesses initiales v et v'. Se 
rencontreront-elles ? 

C- — 482. — Deux bateaux ont des vitesses de 2 o'‘“ et i6'‘"* 
à l’heure. Ils partent simultanément d’un même point dans deux 
directions rectangulaires. Etudier le mouvement apparent de 
l’im des bateaux pour un observateur situé sur l’autre. 

B. — 483. — Une balle tombe sans vitesse initiale. Quel est 
le mouvement de l’ombre que projette le soleil sur un mur 
vertical ? 

C. — 484. Une balle tombe sans vitesse initiale. Quel est 
le mouvement de l’ombre que projette le soleil sur le sol hori- 
zontal ? 

C. — 486. — Lorsqu’un vase porte un orifice d’écoulement, 
le niveau baisse d’un mouvement uniformément accéléré, la 
vitesse se trouvant nulle au moment où le niveau est à la hauteur 



rjNÉMATlQUG 


46.9 

de l’orifice. En déduire que la vitesse d’écoulement est propor- 
tionnelle à la racine carrée de la hauteur de l’eau au-dessus de 
cet orifice. 

B. — 486. — On laisse tomber un objet du haut de la tour 
Eiffel ; au bout de combien de temps atteindra-t-il le sol, en sup- 
posant que la loi de sa chute soit celle d’un corps soumis uni- 
quement à l’action de la pesanteur P De quelle hauteur devrait- 
il tomber pour arriver deux fois plus vite au sol P 

C. — 487. — A rentrée d’un puits de mine, on laisse tomber 
une pierre et Ton entend le bruit de sa chute au bout de 
8 secondes. Quelle est la profondeur du puits, si l’on suppose 
négligeable la résistance de l’air. Le son à une vitesse de 3/40™ 
par seconde. 

B. — 488. — On cinématographie une boule qui tombe en 
prenant une photographie par dixième de seconde. Le temps 
pris pour impressionner la plaque sera supposé négligeable. 
Indiquer les résultats que Tou obtiendra en supposant que la 
boule ait de rayon. Combien y a-t-il d’images qui empiètent 
les unes sur les autres ? 

IJ. — 4 gg. — Une roue de voiture fait 3 oo tours par kilo- 
mètre. Quelle est sa vitesse angulaire par rapporta la voilure, 
si celte dernière fait à l’heure ? 

B. — 490. — On suppose qu’une roue, qui a 24 rayons, 
tourne devant un cinématographe à raison de yS tours par mi- 
nute. Quelle doit être le plus petit intervalle de temps séparant 
deux clichés successifs pour que les rayons aient l’air immobiles ? 

A. — 491. — En supposant que la distance de la Terre au 
Soleil soit constante, et que le mouvement de rotation de la 
Terre autoiir du Soleil soit uniforme, quelle est en kilomètres 
à l’heure la vitesse linéaire de la Terre dans ce mouvement ? 
Evaluer cette même vitesse en C. G. S. 

B. — 492. — En supposant l’axe de la Terre immobile, quelle 
est pour un point de la Terre la vitesse angulaire due au mouve- 
ment diurne, La vitesse linéaire est-elle la même pour tous les 
points de la Terre dans ce mouvement ? 

C. — 493. — On considère un décamètre à ruban ayant 
les dimensions indiquées à l’exercice n” 193. On demande de 
tracer le graphique de la vitesse linéaire, avec laquelle il faut 
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dérouler le ruban, pour que la vitesse angulaire de rotation du 
décamètre autour de son axe soit constante et égale à x. 

C. — 494. — ^ On étudiera le graphique de la vitesse de rotaticM» 
avec laquelle ce même décamètre se déroule (Voir n' 493), en 
supposant la vitesse linéaire constante et égale k ho'™ par se- 
conde. 

C- — 496. — Un treuil, de ao'“ de diamètre, supporte un 
poids qui se déroule d’un mouvement uniformément accéléré. 
L’accélération étant de 981'"" par seconde, étudier le graphique 
des vitesses angulaires avec lesquelles tourne le treuil. 

C. — 496. — Une toupie, que l'on va lancer, porte une corde 
de i™, 5 o, enroulée sur un tronc de cône, de façon que la pre- 
mière spire ait 4''"' delongueuret la dernière, près de la pointe, 
o““, 5 . On lance cette toupie de façon que la corde se déroule et» 
un dixième de seconde avec une vitesse linéaire constante. 
Quelle est la fréquence du mouvement de rotation de la toupie ? 

— 497. — Si l’extrémité d’un diapason, portant un stylet 
enregistreur, vibre devant une plaque ayant un mouvement de 
translation, montrer que, pour une vitesse convenable de cette 
translation, la courbe ainsi tracée est une sinussoïde. 

C. — 498. — Quelle devrait être cette vitesse de translation 
dans l’exercice n“ 497, pour que l’on ait une sinussoïde avec un 
diapason donnant le/a^, c’est-à dire faisant 870 vibrations par 
seconde, l’amplitude de ces vibrations étant supposée de 1"““ ? 

A. — 499. — On constate, en se servant d’une presse à co- 
pier, qu'il faut donner trois tours de vis pour que le plateau des- 
cende de ô’”'". Quel est le pas de la vis ? 

C. — 600. — Un arbuste a ses feuilles distribuées à des in- 
tervalles réguliers sur une hélice. Le diamètre du tronc est de 
3 ““, l’hélice a un pas de 48 '“, et chaque spire porte quatre 
feuilles. Y a-t-il d’autres hélices passant comme la première par 
les point» d’insertion des feuilles ? Quels sont leurs pas ? 
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Le signe * suivant la dernière décimale d’an nombre indique que cette décimale correspond à une valeur approchée par excès. 
























(Sombrer dont les logarithmes uoni de 0,000 à 0,999 fin) 
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Le signe ♦ suivant la dernière décimale d’un nombre indique que celte décimale correspond à une valeur approchée pùr excès. 
























TABLES NÜMEBIQBES 


Logarithmes tf« ^ i -h poar les eedeuls d’intérêU composés 


Taux : t I Logarithmes 


a, 5 o/o 
3 — 

3,5 - 




Logarithines 


4 Vo 
4»5 - 

5 - 



Multiples usuels de ic et leurs logarithmes 



Conversion des radians en degrés et grades 



Le signe * suivant la dernière décimale d*un nombre indique que cette décimale 
correspond à une valeur approchée par axcès. 
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Conversion des degrés en grades et radians 



Conversion des grades en degrés et radians 


Grades 

D 3grés 
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Degrés 
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0*^,0 1' 
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I 48 

o,o 3 i 
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2 42 
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0, o 3 

0 02* 
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4 

3 36 
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0 02 

0,001* 

5 

po 
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0, o 5 

0 o 3 * 

0,001* 
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5 24 

0.094 
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0,1 10* 
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0,1 4 1 

0, 09 

0 o 5 * 
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10^ 

9 ® 

0,167 

O^,. 

o®o 5 ' 

0,002* 

20 

18 

o,3i4 

0, 2 

ou* 

o,oo 3 

3 o 


0,471 

0, 3 

0 16 

o,Oü 5 * 

4 o 

36 

0,628 

0, 4 

0 22* 

0,006 

5 o 
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0, 5 

0 27 

o,oo8* 

6o 

54 

0.94a 

0, 6 

0 32 

0,009 


63 


0, 7 

0 38 * 

0,0 il* 

éo 

2 ^ 

i,a 57 * 

0, é 

0 43 

o,oï 3 * 

90 

81 

i, 4 i 4 * 

0, 9 

0 49* 

0 , 0 X 4 


Le signe * suivant la dernière décimale d*un nombre indique que cette décimale 
correspond k une valeur approchée par excès. 









Lignes trigonométriques naturelles 
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signe ♦ suivant \a dernière décimale d’un nombre indique que cette décimale correspond à une valeur approchée par excès. 
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Xfi signe * suivant la dernière clécimale d'un nombre indique que cette décimale correspond à une valeur approchée par excès,. 














Logarithmes des tangentes et des colangenies des arcs de à loo^ 

(l^onr les arc» x allant d© à et les arc» r allant de 98^ à 100^, on se servira d© la fable des lonrithme» d© sinus et cosÎBiiS. 
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Le si^ne * suivant la dernière décimale d*un nombre indique que cette décimale correspond à une valeur approchée par excès 

























FORMULES ET RÉSULTATS 


Arithmétique et Algèbre 


— (— fl) = a — (-+- û) = — a 

i -4- par H- donne -f- 
— par -h donné — 

4- par — donne — 

— par — donne 

m {a db b) — ma db mb 
(fl ± by = ± 2 ab b'^ 

(fl zh by — zh a^b -h ab'^ ± b^ 

(a 4- 6) (a — 6) = a‘^ — b'^ 

(fl db 6) (fl^ qp flfc 4“ b^) —a^zhb^ 

(a — b) (fl”* -H 4- b'^ ^ + b^) = 0»"*+^ — + » 

(fl‘^ -h 6^) 4- 0‘^) = (aa 4- b^y 4- (a^ — 6a)% 




Si fl— 6 est divisible par n : a = b (mod. n) 

Si a est divisible par n : a = o (mod. n) 


c- A » n u( A \ S = 04-6 (mod. /i) 


« est divisible par 2 s’il est terminé par o ; 2 ; 4 î ^ 5 8. 


>) 

5 

» 

0 ; 5 . 

)) 

4 

» 

00 ; o4; 08; ... 96 

)) 

20 

» 

00 ; 25 ; 5 o ; yb . 

» 

8 

» 

000 ; 008 ; ... 992. 

» 

125 

» 

000; 125 ; ... 875. 



AniTHHBtlQim ET ALGÈBRE 


49 ? 

Un nombre est divisible par 3 ou 9, si la somme de ses 
chiffres l’est. — Un nombre est divisible par 1 1, si la différence 
entre la somme des chiffres du rang pair et celle des chiffres 
du rang impair l’est. 

a et 6 étant premiers entre eux, a divise bc s’il divise c. 


à 

ma 

a c 

ad H- bc 

b 

m6 


ki 



a 


« w « 

ac 

6_ 

ad 


6^3 bd . c 6c " 


a 


a c 

5 ^ • 

ad — 

L bc 

OC a — 


<1 it b c du d a 

a± c 

s/a dz /S \^c db }/d 

etc... 

~T~~~ à l-~ 

b dt. d 

\/6 \Jd 

Kilomètre 


1 000 “ 

1 kni 

Mètre 


Unité fondamentale 

1 

Centimètre 


o‘".oi 

1 cm 

Millimètre 


o"*, 0 ()i 

1 mm 

Millième de millimètre 


0”™, 000001 


Hectare 


10 000 *"^ 

1 ha 

Are 


100 "'^ 

1 * 

Centiare 


i 

1 ca 

Mètre carré 


n.2 

1 “ 

1 ***^ 

Centimètre carré 


0™^,000l 

|0m^ 

Mètre cube 



1 in* 

Diamètre cube 


o"'’\ooi 

jdm^ 

Centimètre cube 


0 ,000001 

|Cm? 

Stère 


m? 

1 “ 

1 " 

Hectolitre 


Environ 

ibl 

Litre 


» o“’,Oül 

il 

Centilitre 


)) o“^ooooi 

.cl 

Tonne 


1 000*** = 1 000 000^** 

it 

Quintal 


100^fi^= 100 000*** 

1*1 

Kilogramme 


1 000*** 

l^ff 

Gramme 


Unité fondamentale 

1* 

Milligramme 


0*^OOI 

l**** 
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Fsuac 4^ 

Gentirae l“ 

( Centimètre 
Gramme 
Seconde. 


Si e est petit : 


( (1 = 

( ( i ± e)* = 

sin e = 

1 zh 3 e S 

.±,e 

\ 

= tg e — e 

= 1 qoe 

i ± c ^ 

I dz ^ = 1 ± - 
2 

cos e = i. 

A = B ~ 

équivaut h 

A — B == 0 


ou(simpfo)k 

m(A — P)= 0 

/ \ = 0 

J B=o 

équivaut à 

/ pA. “-f-qB -f- wîC= 
A = o 

f G = o 

(m^o) 

( B = o 

A = B 

équivaut à 

II 


ou à 

v/a = — v/b 



/ eb' — be' 

if ax by — 

c équivaut à 

\ ^ — ab' — bii! 

) a'x 4 - b' y ~ 

c' (ab'^ba'çzfo) 

) ac' — ca' 

\ 


[ ^~'ab' — ba' 


O I • — b ± Jb^ — ictë 

ox® 4 - 6x + c = O a<x)mme racines : x — — 

2a 

si 6* — 4 ac > O. Si 6* — 4 ac == o, on a : æ — ~ ^ ' 
x' et x" étant les racines de/(x) = ax® + fex -H c = o, on a : 
f (æ) = a (x — x') (x — x") 

X' 4- x" = 


6 

a 


c 

a 


y (a) est du signe de a, si a est extérieur à l’intervalle : x', x", 
sinon, du signe de — a. 

X* + px 4- g = O a comme racines, si p* — 47 >• o : 
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Dam uae pvo^raBBÛMi araduu^ique -da n fermes, dont le pre- 
mierest a et la caMon r, le dernier est: 4 = a-h{a — i)r et 

(a ■+• l)ra 


la somme ; S 


Si Ton insère p moyens dans 


chaque intervalle, la nouvelle progression a comme raison • 

Dans une progression géométrique de n termes, dont le pre- 
mier est a et la raison q, le dernier est : / = aq’*~' et la somme : 

S = a ^ ■ . Si ç < 1 , elle a comme limite quand n 

• ^ • et • • 

augmente indéfiniment : S = ^ . — Si l’on insère p moyens 

danschaqueintervallelanouvelle progression a pour raison ’‘^\/q 
O / . n (n -I- i) 

iTt-2-+-3 + 4+ -h nz= — i 

1 -h 3 -h 5 H- 7 + ... -h (a n — = n* 


1 H 

2 


l 

4 


a. 


log ab = log a ■+■ log b log ^ = log a 4- colog 6 
log a" = n log a log fl"** = n colog a 

log Va==~ log a ~ n 

La partie entière du logarithme est « — i , s’il y a n chiflVes- 
avant la virgule du nombre; elle est — n s’il y a n zéros avant 
le premier chiffre significatif. Le logarithme d’un nombre 
ajouté à son cologarithme donne — i comme somme des par- 
ties entières et I comme somme des parties décimales. 

Intérêts composés : A = a (i -t- r)”. 


y = ax-+-b ligne droite 

y=.x^ \ 

y == ax* > paraboles 

y = ox® èx H- e ' 

0 ;“ -t- y* = a® cercle 


1 



xy — a 

(x— aXy— P)=a 


hyperboles- 

êquüatères. 


rf = -t-y® est la distance du point as, y à l’origine. 

^ est le coefficient angulaire, ou pente, de la droite qui le joint. 

X 

à l’origine. 
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Si y=f{x) est l’équation d’une courbé, la dérivée/ = f (») 
«st en un point donné le coefficient angulaire de la tangente. 
Si y est positif la fonction est croissante ; si y' est négatif elle est 
décroissante ; si / = 0, la tangente est parallèle à ox. 


y = X 

y = I. 

y = ax -h b 

y — a 

y = 

y = 2x 

y = ax^ -4- fcx -f- c 

y = aax -h b 

jy = sin a: 

y = C08 X 

y = CO 8 X 

y' = — sin X 

y ~ tg a: 

y = -T- 

^ COS* X 

y = M -f- V 

y = u' -f- v' 

y =: au -H 

y' = au' 4 - 6c' 

y — uv 

y' = mu' 4 - vn! 

U 

uu' — uu' 

j = ~ 

y=- 

. 1 

— v' 


y = t,* • 


Trigonométrie 


tga; = 


sin* X + cos* or = 1 
sin X 


cos X 


. 1 cos X 

^ tg a: sin cc 


sin(it — x)= 8 inx j 

' sin( — x)= — sinx l 

810(1: — aî)= 

— sinæ 

cos(i: — x)= — cosx < 

! cos(— x)=cosx < 

COS('ïï — cc) = 

—COS a: 

tg(it— x)=— tgx ( 

! tg(— ' 

tg( 7 r— x) = 

tgx 

sin (a Int -I- x) = sin x / sin^^ — x j 

1 = COS a; 


cos (a /c« -J-x) = cos X 3 cos^^ — x^ 

1 = sin oc 



tg (2 /fit -4- ic) = Ig ac y = cotg X : 


1 

tga;* 
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. 'ït 
sm ^ 


ü 


TZ 1 
COS — - 
lî 



! 

I 

\ 

f 


COS (x H- y) *— cos X cos y — sin x 

cos (x — y) — cos X cos y -h sin x 

sin (x -f- y) — sin x cos y -H cos x 

sin (.r — y) = sin x cos y — cos x 


tg (x 
tg (x 


V) 

y) 


' — ig a- tg ÿ 

J? ~~ tg .y 

I - h tg X tg y 


sin y 
sin y 
sin y 
sin J 


2 cos X cos y — cos {x -f- y) f - cos (x — y) 

2 sin x sin y = cos {.r — y) — cos (x 4- y) 

2 sin a; cos y — sin (.r 4 y) 4- sin (x — y) 

2 cos X sin y sin {x -h y) — sin (x — y) 


/) -f- Of P — n 
cos /) 4 - cos n — 2 cos - — ~ — ^ cos c- ' 

. P 4 O . /> — 

cos P 4- cos q -- — 2 sin — - ^ sin ' 

‘ ^ 22 

. P ~h q P — q 

sin P 4 - sm q — 2 sm ^ * cos ^ ^ ^ 

. P — q P 4 q 

sm /> — sin q — 2 sm - ^ - - cos - — - - 


cos 2 X — 
sin 2 X — 

tg 2 X — 


cos‘^ X — sin^ 

2 sin X cos X 
2 tg X 

r^tg^lr 


a cos* 


X — 


En 


posant tg 



N 

( 


COS X = 

sin X = 
tgx = 


1 — <* 
I -H fi 
2 ^ 

2 t 


2 sin^^ .c 


A. Samte-Laguo 


32 
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Si un triangle est rectangle, l’angle droit étant en A, on a 

c = a sin C H -4- G = 100 ^ 

6 = a cos C S = 1 6c 

c = 6 tg C 

Données : b aie 

C = loof — B 
_ 6 
^ sin H 


Données : h cia 

. ,, h 
8in B ~ - 
a 

looT — B 
c — a co s B 


S b ~ a sin B 
c ^ a cos B . 
I 6 = c tg 1^ 


Données : b et B 


G “ 1 00 '^ — B 
_ 6 
^ sin B 
b 

"“Ig B 


Données : a et B 

^ C rrrr U)OÏ B 

; b ~ a sin B 
^ c = a cos B 


Dans vin triangle de côtés a, 6, c, et d’angles A, B, C, on a 
A 4- B -h C — 200 '^ 


a 

sin A 


b _ c 
sin B sin C 


! a^ = 6- 4- c- — 2 6c cos A 

6'-^ = a- 4- — 2 ac cos B 

C“ = -1- 6“ — 2 a6 cos C 

S ~ ~ 6c sin A = v/p (/) — «) (p — 6) (p — c) = p/‘ 


Données : a, B, C 


A 

6 = a 


200 Y — B -- C 
sin B 
sin x\ 
sin C 
sin A* 


% 


Données : 6, c, A 

B — C 6 — c 1 

I 2 6 4- c 

^ % 

y B -4- c = aooT — A 

f /. sin B 
\ a = 6 ^ . 

^ sm A 


I >' 
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sin B 

c 

a 


Données : a, fe, rV 

6 sin A 
a 

2ooT — A — 
a » sin B 


Données : a, b, c 


B 


sin A 


^ r = y/ O* — « > ( P — <=) 


/ (p — fe) (p — ô 

/ p(p — n) 


Dans un trièdre, de faces a, h, c et de dièdres \, B, C, on a : 
cos a “ cos b cos r -f> sin 6 sin r cos A. 


Géoviêthie 

Si une droite est perpendiculaire sur deux droites d’un plan, 
non parallèles, elle est perpendiculaire à ce plan. — En un point 
d’une droite ou d’une courbe, il y a une infinité de normales et 
un seul plan normal. — En un point d*un plan ou d’une surface, 
il y a une infinité de plans normaux et une seule normale. 

Deux triangles sont égaux si : i" a — a' ; B = B' ; C = C' ; 
2 ® è = 6' ; c = c' ; A== A' ; 3® a = a' ; b = y \ c c' , — On a 
les mêmes cas pour les trièdres et en plus les cas ou les trois 
dièdres sont égaux : A = A' ; B — B' ; G = G' . — Deux triangles 
rectangles sontégaux (A = A' — i droit) si : i® B = B' (ou G=G^) 
et a =«' (ou b = 6') ; 2 ® 6 = 6' et a — a' (ou c — c'). 

Si un triangle (ou un trièdre) a deux côtés (ou deux faces) 
égaux, il a aussi deux angles (ou dièdres) égaux, et récipro- 
quement. 

Deux obliques égales s’écartent également du pied de la per- 
pendiculaire, et réciproquement. 

Le plus court chemin d’un point à une droite ou à un pian 
est la perpendiculaire abaissée du point sur la droite ou le plan. 

Dans un triangle les trois médiatrices sont concourantes ; de 
nofême les trois bissectrices, ' ou les trois médianes, ou les trois 
hauteurs. 
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Des parallèles équidistantes découpent sur une droite des seg- 
ments égaux. 

Des angles de droites ou de pians ne changent pas si l’on rem- 
place ces droites ou pians par des droites ou pians para^èles. 

Les projections des deux droites parallèles sont parallèles. 

Si un polygone a 4 côtés, la somme de ses angles est an — 4 
droites. — Pour le triangle, on a 2 droits et pour le quadri- 
latère 4 droits. 

Dans un parallélogramme les côtés opposés sont deux à deux 
égaux et parallèles et les diagonales se coupent en leur milieu. 
— Ces diagonales sOnt égales dans le cas des rectangles et rec- 
tangulaires dans celui des losanges. 


Eri un point d'une circonférence, la tangente est perpendi- 
culaire au rayon. — En un point d'une sphère, le plan langent 
est perpendiculaire au rayon. 

L’angle au centre a même mesure que l’arc qu’il intercepte 
sur la circonlérence. — L’angle inscrit a même mesure que 
la moitié de l’arc qu’il intercepte sur la circonférence. — Si un 
quadrilatère est inscriplible, les angles opposés sont supplémen- 
taires. — Dans un triangle rectangle, la médiane du sommet de 
l’angle droit est la moitié de l’hypothénuse. — Un angle inscrit 
dans une demi-circonférence est droit. 

Si .'5 points A,B,Csonllalignedroiteona | ^ 

‘ ^ (jiC=AC— AB. 

Si deux couples de points A, B et C, D forment division har- 

CÂ DÂ 
momque:gg = _=g. 

Des parallèles découpent sur deux sécantes des segments pro- 
portionnels. 

Dans deux figures homothétiques', ou semblables, les lon- 
gueurs homologues sont dans un rapport constant et les angles 
homologues sont égaux. — Deux triangles semblables ont les 
angles égaux et les côtés proportionnels. 
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Dans un triangle rectangle : i" un côté de. l’angle droit est 
proportionnel entre l’hypoténuse entière et sa projection sur 
l’hypoténuse.; 2 “ la hauteur est moyenne proportionnelle entre 
les deux segments quelle découpe sur l’hypoténuse; 3" le carré 
de l’hypoténuse est égal à la somme des carrés des deux autres 
côtés (Théorème de Pylhagore). 


^ c côté 

Polygone \ a apothème 
régulier y H rayon du cer- 
f clc circonscrit 


/ R=c 


HeiLagone ^ a C 


V U — L — 

U b! 




Carré 


2 2 
= R v/ï. 


équilatéral i a c 


6 2 

c = R /■]. 

Dodéca- 
gone 


1 2 4 

I c 

\ a 


Octogone ' _ 1 -f- J\ 

^ ^ 2 ~ 2 

C = R y/a — y/a . 


Longueur de la circonférence : C = 27 tR. 


Aires 


Volumes 


Rectangle B/i 

Parallélo- ) ... 
gramme ^ ^ ^ 

Triangle = \/ p{p-a){p-b){p-c) 

rr. y (B H- b)h 

1 rapeze ^ ^ 

Cercle ttR^ 


Paralléli- ^ 
pipede \ 

Prisme hli 
Pyramide 

Tronc de ( B(/ i-4-fe^~f- /0 
prisme i 

Tronc de ^ {B+b+ \/Bb)h 
pyramide ( 
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Aires 



Volmmes 

Cône 

irRl 

Cône 

TzR^h 

3 

Cylindre 

2 TI R/l 

C;}lindre 


Sphère 

47 rR 2 

Sphère 

3 6 

Zone 

2 t:R/i 

Formule 
des 3 

\ (B -j- 6 -+“ 4 ?) 

1 6 



niveaux 

Calotte 


Tonneaux ^ L®. 

0 


Formule de TchehilchelT : a a étant la largeur de la bande on 
fait le produit de cette largeur par la moyenne des 6 ordonnées 
des points, dont les abscisses sont ±0,866 a; ± 
±0,2670. — Formule de Simpson : on partage Taire en un 
nombre pair de bandes par des parallèles d’écartement h. L'aire 
2/1 

est -Tç (2I ± P) en appelant 1 la somme des ordonnées de rang 
impair et P celle des ordonnées de rang pair. 


Cl^ÉMATIQLE 


Mouvement uniforme : e — vl on : e — vt -h 
Mouvement de rotation uniforme de vitesse angulaire w. La vi- 
tesse est : i» = ; la période est : 0 = --- et la fréquence : 

i 27r 

Ô CD 

Mouvement varié : e —f{l) avec : v — f' (/). 

Mouvement uniformément varié : 


^ V z=z ytz=^2ge ( = 3 ^ ± 

i 1 , ou ; I ■ 

( « = 2 h = 


Pour la pesanteur : g — 9“,Hu 

Mouvement oscillatoire : e = R sin toL La période est 0 


2 n 

CD 

/ï 


et la fréquence /i = ^ = — . — Dans le cas du pendule : t = Y' " * 
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A 
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Accélération 33 1 

Addition . . 3, 24, 56, 67, 83, 173 

Aires . 4^» ^94 

Amplitude 333 

Angles. iGi, 189, 214, 217, 218, 227, 
234, 235, 285, 297 
> dièdres .... 190, 214 

Apothème 258, 271 

Arcs . . 64, 161, 173, 227, 290 

Asymptote i47» *^7 

Axe de coordonnées .... i4‘* 

» d’un cercle 226 

» radical. . . . . 254, 293 

B 

Bissectrice . 197, 206, 229, 244, 285 

€ 

Calculs abrégés 59 

» numériques . 61, i35, 184 

Calotte sphérique 274 

Caractères de divisibilité . . i4 

Caractéristiques i32 

Carrés . 9, 3i, 73, 221, 2.59, 268, 

275, 29} 

Cartes géographiques . 295, 3o4 

Outre de gravité. . . 224» 287 

Cercles, circonférences . i48, 206, 
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Cercle circonscrit. 181,206, 232,287 


Paragraphe! 

Cercle inscrits. i83, 206, 229, 287 


» orthogonaux . . 255, 298 

Chiffres exacts 55 

Chute des corps 332 

Coefficient angulaire. . i45, 33o 

Cologarithmes i33 

Combinaisons linéaires. . . 94 

Compas 225, 280, 282 

> sphérique. . . 228, 274 

Cône 238, 271, 279 

Congruence i3 

Conjugués harmoniques. 242, 256, 

293 

Constructions d'arcs .... 290 

» de cercles. 280, 288 

H de segments. 285,291 

>» de triangles . . 286 

Continuité i52, 167 

Contour apparent 3o4 

Coordonnées 140 

Cosinus .... i()3, 178, 265 

Cotangente i65 

Cote 297 

Courbes . 14 ï, 166, 187, 225, 261, 

33o, 335 

Croissance 122, 126, j.56 

Cubes 8, 223, 276 

Curvimètre 280 

Cylindre 238» 273, 279 

D 

Degrés. . . . 81, 162, 189, 234 

Densité 4fi 
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Division. 10, 26, .58, 74» 87, 
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E 
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E 
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3i2 
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217, 298, 299 
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» trigonométriques . . 164 

Logarithmes. . , . . 129, i35 
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291, 297, 3oi 
Losange . . . . . . 221,268 

M 
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Médianes. . . . . 197,206, 224 

Médiatrices .. 206.^ 
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Monômes . 81 
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Moyens 1 23, 126 
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m 

?(ombres algébriques . . . 65 

» décimaux .... 27 

» incommensurables . 36 

» premiers .... 16 

Normale 23 1, 239 

Notations. 80 
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O 

Obliques 197, 204 

Ordonnées i'io 

Orthocentre 224 . 287 


Papier quadrillé 14 1 

Parabole . . i46, i5i, 160, 332 

Parallèles. . 207,210,285,299,302 

» d’une surface . 238, 3o4 
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Parallélogramme . . 220, 247, 268 

Paramètres 119 
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Pas d’une hélice ..... 335 

Pendule 324, 333 

Pente ..... 145, i53, 297 

Périmètre. . . i83, 2o5, 261, 267 

Période . . 3o, 128, 166, 3a8, 333 
Perpendiculaires 189, 192, 21.5,285, 

290, 3 o 2 

Plan ......... 188 

» tangent . . . 23o, 239, 3o4 
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Plus court chemin. 2o5, aSi, 236 
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Plus petit commun multiple . 21 

Poids 49 

Pôles d’un cercle ... 228, 3o4 

» et polaires . • . 256, 293 

Polygones. 197, 218, 237, 269. 244 

» régulier. . a58, 269, 290 

Polynômes 81 

Postulatum d’Euclide . . 207 

Preuve par 9 i5 

Prisme 222, 273, 277 

Problèmes. . . 102, 119, 3o8» 3o9 

Progressions arithmétiques . 122 

Progressions géométriques. . ia5 

Projections. 196, 204, 216, 265, 296 
Proportions .... 39, 174. 243 

Puissance ...... 8, 73 

>► d’un point. . , . 253 

Pyramide 271, 278 

9 

Quadrature du cercle et nom- 
bre t: 262, 290, 294 

Quadrilatère .... 218, 268 

» inscriptible. 219,232,235 
Quotient 10, 25, 

U 

Uabattements .... 297, 3oi 
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